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В теорiї похибок вимiрiв до грубих вiдносять вимiри, в процесi яких виникають промахи, або вимiри, похибки
яких перевищують граничнi похибки за умови вимiрiв. Грубi похибки можуть виникнути не тiльки в проце-
сi вимiрювань, але i в процесi обчислень. Iз обчислень повиннi бути виключенi результати, якi мають грубi
похибки. При проектуваннi геодезичних вимiрювань вибирають такi прилади та методику вимiрювань, щоб
отриманi похибки були в межах наперед заданих допустимих значень. Виявлення грубих похибок є особливим
завданням в сучаснiй геодезiї i є актуальним при автоматизованому збираннi даних, оскiльки грубi похибки
можуть бути не помiченi оператором пiд часу процесу вимiрювань, тому вiдбраковка грубих похибок не завжди
задовольняє необхiднiй точностi вимiрювань. В теперiшнiй час важливою проблемою є вирiвнювання при ве-
ликiй кiлькостi визначаємих невiдомих, а також з урахуванням систематичних похибок та похибок вихiдних
даних. Метод найменших квадратiв, який застосовується при вирiвнюваннi, обмежує характер iнформацiї,
що використовується при вирiвнюваннi, тiльки рiвностями i не передбачає врахування сумiсної дiї випадко-
вих i систематичних похибок, якi мають вид нерiвностi. Розв’язання задачi вирiвнювання при дотриманнi
рiвностей i нерiвностей виконується за допомогою метода математичного програмування. За допомогою ро-
бастного метода вирiвнювання визначається наявнiсть грубих i систематичних похибок по функцiї Хьюбера,
яка використовується в стiйкiй регресiї i малочутлива до викидiв, тобто до грубих похибок.

Ключовi слова: грубi i систематичнi похибки; вирiвнювання.

1.ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

Пiдвищення якостi оброблення результатiв геодезичних вимiрювань пов’язане з урахуванням усiєї
iнформацiї про вимiрювання i допуски на точнiсть вимiрювань. Загальновiдомо, що при проектуваннi
геодезичних вимiрювань вибирають прилади та методику вимiрювань так, щоб отримана похибка не
спотворювала результати i знаходилась у межах наперед заданого допустимого значення. Проблему
виявлення грубих похибок слiд вважати завданням, що заслуговує особливої уваги у сучаснiй геодезiї.
Ця проблема стала надзвичайно актуальною за умови автоматизацiї збирання даних, оскiльки грубi
похибки можуть бути не помiченi оператором пiд час процесу вимiрювання.

2.АНАЛIЗ ОСТАННIХ ДОСЛIДЖЕНЬ I ПУБЛIКАЦIЙ

Останнiм часом однiєю з актуальних проблем математичної обробки геодезичних вимiрiв є проблема
контролю, пошуку i облiку грубих похибок вимiрiв [1, 3–6, 8]. За походженням грубi похибки є випад-
ковими, оскiльки груба похибка в конкретному вимiрi може або з’явитися, або вона вiдсутня. Причини
їх появи рiзнi: промахи i прорахунки спостерiгача, рiзкi змiни зовнiшнiх умов вимiрiв, некоректне введе-
ння iнформацiї про результати вимiрiв у вiдповiдне програмне забезпечення ЕОМ тощо. Проте в теорiї
обробки вимiрiв грубi похибки не пiдкоряються статистичним закономiрностям випадкових похибок i
мають властивостi, вiдмiннi вiд властивостей випадкових похибок. За абсолютною величиною грубi
похибки перевищують межу, встановлену для випадкових похибок вимiрiв. Математичне сподiвання
грубої похибки дорiвнює значенню самої похибки. Ймовiрнiсть появи грубої похибки Pгруб. залежить вiд
прийнятого рiвня довiрчої вiрогiдностi Pдов., для якої визначена межа абсолютних значень випадкових
похибок вимiрiв. Її можна обчислити за формулою

Pгруб. =1−Pдов. (1)

Згiдно [1], «контроль грубих похибок — це набiр тестiв, що дозволяють встановлювати наявнiсть в
n вимiрах хоча б одного грубого». Такими тестами можуть виступати наступнi загальновiдомi ознаки
наявностi грубих похибок вимiрiв в геодезичнiй мережi:

– наявнiсть однiєї або декiлькох нев’язок умовних рiвнянь, що перевищують допустимi значення
при зрiвнюваннi геодезичної мережi корелатним способом;
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– наявнiсть одного або декiлькох вiльних членiв надлишкових вимiрiв, що перевищують допустимi
значення при зрiвнюваннi геодезичної мережi рекурентним способом;

– наявнiсть неприпустимих значень поправок вимiрiв, що обчислюються при зрiвнюваннi геодезичної
побудови параметричним або корелатним способом за методом найменших квадратiв (МНК);

– збiльшення середньої квадратичної похибки одиницi ваги µзр. пiсля вирiвнювання у порiвняннi iз
її проектним значенням µ0;

– збiльшення пiсля вирiвнювання значень середнiх квадратичних похибок та їх функцiй у порiвняннi
iз проектними значеннями;

– порушення умови
n
∑

i=1

(

Piv2
i

)

6µ0χ
2
p0,r, (2)

де n — кiлькiсть вимiрiв в геодезичнiй мережi; Pi — вага i-го вимiру; vi — поправка в i-те вимiрюва-
ння; µ0 — проектне значення похибки одиницi ваги; χ2

p0,r — коефiцiєнт, значення якого залежить вiд
прийнятого довiрчого iнтервалу.

В результатi виконаних дослiджень встановлено, що найбiльш перспективними для вирiшення пе-
рерахованих завдань є методи, в яких використовуються рiвняння, що зв’язують поправки у вимiри з
iстинними похибками вимiрiв.

Такi рiвняння є тiльки в теорiї параметричного способу МНК-зрiвнювання; їх кiлькiсть дорiвнює
кiлькостi вимiрiв, що дає можливiсть тестувати на грубi похибки усi вимiри без виключення. Цi рiвнян-
ня служать основою для пошуку грубих похибок в методицi Коугия В.А. [3, 4], у методицi Дьякова Б.Н.
i Федоровой Н.В. [5] i в деяких iнших. Проте серед вiдомих методiв до недавнього часу не було жо-
дного, який дозволяв би вирiшувати усю сукупнiсть позначених завдань, тому iснує гостра необхiднiсть
розробки нового полiфункцiонального методу.

3.ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРIАЛУ

Сучаснi дослiдження точностi геодезичних вимiрювань свiдчать про досить широкий дiапазон видiв
похибок вимiрювань. Їх випадкова складова не завжди має нормальний або близький до нього розподiл.
Цей факт вимагає не зупинятися лише на традицiйних методах вирiвнювання, а знаходити iншi шляхи
вирiвнювання геодезичних вимiрювань.

Аналiз реальних геодезичних побудов нерiдко виявляє значнi вiдхилення дiйсного закону роз-
подiлу вiд нормального: на практицi не завжди виконуються умови центральної граничної теореми
А.М.Ляпунова. В такому випадку пiд час виконання умови незмiщеностi похибок метод найменших
квадратiв гарантує лише мiнiмальнiсть дисперсiї кожної з отриманих оцiнок порiвняно з усiма iншими
лiнiйними незмiщеними оцiнками невiдомих i лiнiйних функцiй вiд них. Метод найменших квадратiв
обмежує характер iнформацiї, що використовується при вирiвнюваннi тiльки рiвностями, зокрема, не
передбачає врахування сумiсної дiї випадкових i залишкових систематичних похибок, що мають вид
нерiвностi.

Розв’язання такої задачi, коли при вирiвнюваннi необхiдно дотриматись не тiльки рiвностей, а i
нерiвностей, належить до сфери прикладної математики, в якiй для розв’язання задач застосовують
метод математичного програмування.

Вирiвнювання за допомогою методу математичного програмування має такi особливостi:
1) в обмеженнях на поправки є як умови рiвностi, так i нерiвностi;
2) вирiвнювання прямих та посереднiх вимiрiв здiйснюється за єдиним розрахунковим алгоритмом,

при цьому зникає необхiднiсть складання i розв’язання нормальних рiвнянь;
3) обмеження частiше є двостороннiми, при цьому порядок їх розташування не впливає на точнiсть

результатiв.
У такий спосiб усувається проблема обумовленостi матриць систем нормальних рiвнянь.
В загальному виглядi завдання вирiвнювання методом математичного програмування, виходячи з

принципу мiнiмiзацiї суми квадратiв поправок, можна вiдтворити як стандартне вирiвнювання, у якому
до загальних обмежень геометричного порядку додаються обмеження у виглядi −δ6 vi 6 δ, що вiдповiд-
ають iнтервалу допустимої похибки вимiрювання.

Завданням є мiнiмiзацiя функцiї

f (v)=
n
∑

i=1

v2
i

в областi A, що встановлюється обмеженням ψj(v) = aj1v1 +aj2v2 +...+ajnvn +aj 6 0, j = 1, ...,m. Для
розв’язання такого завдання використовується метод квадратичного програмування. Завдання полягає у
знаходженнi серед точок областi A такої точки v, для якої досягається f (v)=min.
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Коли йде мова про низку вимiрювань однiєї величини, груба похибка достатньо надiйно локалiзується
з використанням простих статистичних критерiїв. Iнакша ситуацiя при вирiвнюваннi геодезичних мереж
або виконаннi апроксимацiї з використанням складних математичних функцiй. Результати геодезичних
вимiрювань можуть бути обтяженi грубими похибками. Їх кiлькiсть за результатами багатьох дослiджень
оцiнюються у межах вiд 0,1 до 1%, а iнодi й бiльше [10].

З появою потужних комп’ютерних програм особливої популярностi набули робастнi методи. На вiд-
мiну вiд статистичних методiв виявлення грубих похибок, робастнi методи не передбачають виключення
грубих вимiрювань. Врахування впливу можливих грубих похибок у робастних методах здiйснюється
шляхом моделювання ваг вимiрювань. Головною проблемою робастних методiв є вибiр моделi вагової
функцiї та встановлення критичних меж, яким вона має вiдповiдати. Цi межi приймаються постiйними
або розраховуються на основi апрiорного значення середньої квадратичної похибки одиницi ваги.

Загалом iдею робастного вирiвнювання можна описати такою послiдовнiстю. Спочатку виконується
процедура звичайного вирiвнювання. За отриманими величинами поправок та обраною моделлю вагової
функцiї розраховують новi величини ваг вимiрювань. Iз новими ваговими коефiцiєнтами виконують
повторне вирiвнювання i отримують новi поправки до вимiряних величин, за якими знову розраховують
ваговi коефiцiєнти. Процедура вирiвнювання є iтерацiйною i припиняється з виконанням умов для
вагових функцiй або середнiх квадратичних похибок одиницi ваги.

При вирiвнюваннi складних високоточних мереж доцiльно виконувати окремi дослiдження i випро-
бовувати декiлька варiантiв вагових функцiй. У випадку збiгу результатiв робастного вирiвнювання
за декiлькома методами у межах точностi обчислень зупиняються на будь-якому з них. При суттєвих
вiдмiнностях в отриманих результатах необхiдно виконати поглибленi статистичнi дослiдження на на-
явнiсть у групах результатiв вимiрювань грубих похибок i систематичних похибок зi складним законом
впливу.

Для робастного вирiвнювання була вибрана функцiя Хьюбера (рис. 1), яка використовується в стiйкiй
регресiї i малочутлива до сплескiв (викидiв), нiж середня квадратична похибка [10].

Хьюбер [10] описав її як кусково-визначену функцiю вигляду

Lδ(a)=







1

2
a2 для |a|6 δ,

δ
(

|a|−
1

2
δ
)

iнакше.

Ця функцiя квадратична для малих значень a i лiнiйна для великих значень, з однаковим значенням
i ухилом для рiзних дiлянок двох точок, де |a|= δ. Змiнну a часто розглядають як залишок, тобто як
рiзницю мiж значенням що спостерiгають та прогнозованим значенням a=y−f (x) (рис. 1), тому вихiдне
значення може бути розширене до

Lδ
(

y, f (x)
)

=







1

2

(

y− f (x)
)2

для |y− f (x)|6 δ,

δ
(

|y− f (x)|−
1

2
δ2
)

iнакше.

Для порiвняння було виконано вирiвнювання системи нiвелiрних ходiв з вузловими точками мето-
дом математичного програмування з використанням функцiї Хьюбера та методом найменших квадратiв.
Результати представленi в табл. 1. В нiй τ1, τ2, τ3 — корелати, якi одержанi при розв’язаннi нормальних

Рис. 1. Функцiя Хьюбера (нижнiй графiк)
та середня квадратична функцiя втрат
(верхнiй графiк) як функцiя y = f (x)

Таблиця 1. Результати вирiвнювання за МНК i методом квадратичного
програмування

Метод найменших квадратiв Метод квадратичного програмування
Ваги p Поправки v, мм Ваги p Поправки v, мм
0,943 −3,3 0,943 −5,0
0,800 −7,3 0,800 −6,0
1,205 2,6 1,205 3,0
1,408 4,4 1,408 6,0
1,111 8,0 1,111 6,0
1,000 −2,7 1,000 −6,0
τ1, мм –3,3 τ1, мм –5,0
τ2, мм –2,6 τ2, мм –3,0
τ3, мм 4,4 τ3, мм 6,0

СКП µ, мм ±7,4 СКП µ, мм ±8,0
n∑

i=1

piv2
i 166,7

n∑

i=1

piv2
i 189,9

n∑

i=1

pivi 29,9
n∑

i=1

pivi 34,2

|vmax| 8,0 |vmax| 6,0
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рiвнянь для обчислення поправок vi.
З таблицi видно, що вирiвнювання за методом квадратичного програмування призвело лише до не-

значного зниження точностi, однак величини поправок до вимiряних величин не перевищують заданого
допустимого значення (±6 мм).

4.ВИСНОВКИ I ПЕРСПЕКТИВИ ПОДАЛЬШИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

У порiвняннi з iншими методами застосований метод дозволяє виявити всi комбiнацiї, в яких прин-
ципово неможливо виявити грубi похибки.

Необхiдною i достатньою ознакою принципової неможливостi виявлення грубих похибок у певнiй
комбiнацiї вимiрювань є близьке до нуля значення визначника системи рiвнянь.

Пiдсумовуючи результати дослiджень можливостi пошуку грубих похибок вимiрювань в рiзних гео-
дезичних мережах, необхiдно зазначити, що ефективнiсть пошуку визначається не тiльки можливостями
застосованого методу, але й суттєве значення має геометрiя геодезичної мережi. Вказану обставину слiд
враховувати пiд час проектування геодезичних мереж.
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Оптимальное использование метода квадратичного программирования
для уравнивания геодезических сетей

Гончаренко А.С.1, Гладилин В.Н.2, Шяудините Л.3
1Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко, 03127, г. Киев, пр. Академика Глушкова, 2а

2Национальный авиационный университет, 03058, г. Киев, пр. Космонавта Комарова, 1
3Вильнюсский технический университет Гедимина, LT-10223 Вильнюс, Saulėtekio al. 11

В теории погрешности измерений к грубым относят измерения, в процессе которых возникают промахи, или измере-
ния, погрешности которых превышают граничные погрешности при условии измерений. Грубые ошибки могут возни-
кать не только в процессе измерений, но и в процессе вычислений. Во время вычислений должны быть исключены
результаты, которые имеют грубые ошибки. При проектировании геодезических измерений выбирают приборы и
методику измерений так, чтобы полученные погрешности были в пределах наперед заданных допустимых значений.
Определение грубых ошибок является важным заданием в современной геодезии и актуально при автоматизирован-
ном сборе данных, поскольку грубые ошибки могут быть не замечены оператором во время процесса измерений,
поэтому отбраковка грубых ошибок не всегда удовлетворяет необходимой точности измерений. В настоящее время
важной проблемой является уравнивание при большом количестве определяемых неизвестных, также с учетом си-
стематических погрешностей и погрешностей исходных данных. Метод наименьших квадратов, применяющийся при
уравнивании, ограничивает характер информации, которая используется при уравнивании, только равенствами и не
предусматривает совместное действие случайных и систематических погрешностей, которые имеют вид неравенств.
Решение задачи уравнивания при учете равенств и неравенств выполняется методом математического программи-
рования. При помощи робастного метода уравнивания определяется наличие грубых и систематических ошибок по
функции Хьюбера, которая используется в устойчивой регрессии и малочувствительна к выбросам, то есть к грубым
ошибкам.

Ключевые слова: грубые и систематические погрешности; уравнивание.
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Optimal use of quadratic programming method for alignment of geodesic networks
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In the theory of measurement errors, gross measurements include measurements, when blunders occur, or measurements,
whose errors exceed the marginal errors for measurement condition. Gross errors can occur not only during the
measurement process, but also during the calculation process. Results that have gross errors should be excluded from
the calculations. When designing geodetic measurements, they select devices and measurement methods which have
errors within the predefined acceptable values. The detection of gross errors is a special task in modern geodesy and is
relevant for automated data collection, since gross errors may not be noticed by the operator during the measurement
process, so the rejection of gross errors does not always satisfy the required measurement accuracy. Currently, an
important problem is adjustment with a large number of determined unknowns, as well as taking into account systematic
errors and errors of the original data. The least squares method used in adjustment limits the nature of information,
used in equalization, only by equations and does not permit the combined effect of random and systematic errors that
have the form of inequality. The solution of the adjustment problem with accounting the equalities and inequalities is
performed using the mathematical programming method. The robust adjustment method determines the presence of
gross and systematic errors using the Huber loss function, which is used in robust regression and is low sensitive to
outliers, i.e. to gross errors.

Keywords: gross and systematic errors; adjustment.
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