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Метод побудови тривимiрного розподiлу мас гiдростатично
врiвноваженої елiпсоїдальної планети
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Виведенi формули та спiввiдношення для реалiзацiї методики побудови тривимiрного розподiлу мас гiдро-
статично врiвноваженої елiпсоїдальної планети. По-перше, з’являється можливiсть iнтерпретувати аномалiї
зовнiшнього гравiтацiйного поля вiдхиленням тривимiрної густини розподiлу мас вiд гiдростатично врiвнова-
женого стану. По-друге, умови, що забезпечують мiнiмум гравiтацiйної енергiї дозволяють робити висновки
про стан спокою або динамiчних змiн в серединi тiла. Визначення умов, при яких планета перебуває в станi
гiдростатичної рiвноваги, або ж вiдхилення вiд неї реального тiла дає можливiсть встановлювати причини
механiзму перерозподiлу мас. Це в свою чергу дає основу для дослiдження та iнтерпретацiї динамiчних про-
цесiв в серединi небесного тiла. Стан гiдростатичної рiвноваги дозволяє розв’язувати ряд задач астрономiї
та фiзики планет. Оцiнки значень потенцiалу та енергiї в тектоносферi розкривають механiзми, що спри-
чиняють рух континентальних плит. Вiдомо, що умова гiдростатичної рiвноваги забезпечується мiнiмумом
гравiтацiйної енергiї E. В такому випадку функцiя кусково-неперервного розподiлу мас описується виразом
через многочлени Лежандра. Потенцiал функцiї кусково-неперервного розподiлу мас є рiвномiрно збiжним для
приведеного класу функцiй. Вираз для гравiтацiйної енергiї E залежить вiд заданої функцiї δ0(ρ) та фiксованої
фiгури у виглядi елiпсоїда. Тому перерозподiл густини, що здiйснюється змiною коефiцiєнтiв bmnk, дає варiацiї
енергiї E. Також величини bmnk визначають Стоксовi постiйнi CNK, SNK. Мiнiмум гравiтацiйної енергiї E визна-
чається як задача на умовний екстремум функцiї Лагранжа. Її розв’язок вiдносно величин λnk, γnk, bpqs визначає
такий розподiл мас, що дає мiнiмум енергiї E для конкретного гравiтацiйного поля. Детальний аналiз даної
системи рiвнянь дозволяє зробити висновок, що вона розпадається на вiсiм груп, що формуються за вiдповiд-
ними Стоксовими постiйними. Розв’язок цiєї системи отримується за допомогою послiдовностi матричних
перетворень для реалiзацiї наведеної методики. Таким чином, приведенi всi необхiднi формули та спiввiдно-
шення описаної методики побудови тривимiрного розподiлу мас гiдростатично врiвноваженої елiпсоїдальної
планети, що дозволяє виконувати потрiбнi дослiдження.
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зовнiшнього гравiтацiйного поля; умова гiдростатичної рiвноваги; функцiя кусково-неперервного розподiлу мас;
многочлени Лежандра; Стоксовi постiйнi.

Визначення умов [3, 10], при яких планета перебуває в станi гiдростатичної рiвноваги, або ж вiдхи-
лення вiд неї реального тiла дає можливiсть встановлювати причини механiзму перерозподiлу мас [8].
Це, в свою чергу, дає основу для дослiдження i iнтерпретацiї динамiчних процесiв всерединi небесного
тiла. Стан гiдростатичної рiвноваги дозволяє розв’язувати ряд задач астрономiї [9] та фiзики планет [1].
По-перше, з’являється можливiсть iнтерпретувати аномалiї зовнiшнього гравiтацiйного поля вiдхилен-
ням тривимiрної густини розподiлу мас вiд гiдростатично врiвноваженого стану. По-друге, умови, що
забезпечують мiнiмум гравiтацiйної енергiї дозволяють робити висновки про стан спокою або динамiчних
змiн в серединi тiла [8]. Оцiнки значень потенцiалу та енергiї в тектоносферi розкривають механiзми,
що спричиняють рух континентальних плит.

Вiдомо, що умова гiдростатичної рiвноваги забезпечується мiнiмумом гравiтацiйної енергiї E [3, 10]:

E =−
1
2

∫

τ

Uδ dτ, (1)

де δ — функцiя розподiлу мас надр планети; U — потенцiал всерединi тiла τ, що генерується цим

розподiлом δ; τ — тiло iнтегрування, яке в подальшому приймаємо як елiпсоїд τ
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В такому випадку функцiя кусково-неперервного розподiлу мас описується виразом [2]

δ(x1, x2, x3)= δ0(ρ)+
N
∑

m+n+k=0

bmnkWmnk(x1, x2, x3), (2)

де δ0(ρ) – одновимiрна сферична модель розподiлу мас (для Землi це референцна модель PREM [11]);
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— многочлени Лежандра [2]; bmnk — коефiцiєнти розкладу, причому кожен набiр визначає свiй розпо-
дiл δ.

Потенцiал функцiї (2) визначається так [5]:

U(P)=U0(P)+
N
∑

m+n+k=0

bmnkUmnk(P), (3)

де

U0(P)=G
∫

τ

δ0(P)
r(Q,P)

dτ, Umnk(P)=G
∫

τ

Wmnk(P)
r(Q,P)

dτ. (4)

Зауважимо, що ряд (3) є рiвномiрно збiжним для приведеного класу функцiй.
Вираз для гравiтацiйної енергiї E з урахуванням (3), (4) є таким:

E =−
1
2





∫

τ

U0δ
0 dτ+

N
∑

m+n+k=0

bmnk

∫

τ

(

Umnkδ
0 +WmnkU0

)

dτ+
N
∑

m1+n1+k1=0

N
∑

m+n+k=0

bmnkbm1n1k1

∫

τ

Wm1n1k1Umnk dτ





та залежить вiд заданої функцiї δ0(ρ) та фiксованої фiгури у виглядi елiпсоїда. Тому перерозподiл
густини, що здiйснюється змiною коефiцiєнтiв bmnk, дає варiацiї E. Також величини визначають Стоксовi
постiйнi CNK, SNK [4]:

CNK + iSNK =
n
∑

t=0

(

ct
nk + ist

nk

)

=
n
∑

t=0

∑

p+q+s=t

(

αnk
pqs + iβnk

pqs

)

bpqs, (5)

де

αnk
pqs + iβnk

pqs =
∫

τ

(

unk + ivnk
)

Wpqs dτ, (6)

unk, vnk — кульовi функцiї n-го порядку.
Мiнiмум величини E при умовi (5) визначається як задача на умовний екстремум функцiї Лагран-

жа [6]

F(E, cnk, snk)=E+
∑

n,k
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, (7)

λnk, γnk — множники Лагранжа.
Її диференцiювання дає наступну систему:
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(8)
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Її розв’язок вiдносно величин λnk, γnk, bpqs визначає такий розподiл мас, що дає мiнiмум енергiї E
для конкретного гравiтацiйного поля.

Детальний аналiз системи рiвнянь (8) дозволяє зробити висновок, що вона розпадається на вiсiм
груп, що формуються за вiдповiдними Стоксовими постiйними:

C0,0,C2,0,C2,2, ...,C2N ,0,C2N ,2, ...,C2N ,2N (I),
S2,2,S4,2,S4,4, ...,S2N ,2, ...,S2N ,2N (II),
C2,1,C4,1,C4,3, ...,C2N ,1,C2N ,3, ...,C2N ,2N−1 (III),
S2,1,S4,1,S4,3, ...,S2N ,1,S2N ,3, ...,S2N ,2N−1 (IV),
C3,0,C3,2, ...,C2N+1,0,C2N+1,2, ...,C2N+1,2N (V),
S3,2,S5,2,S5,4, ...,S2N+1,2, ...,S2N+1,2N (VI),
C1,1,C3,1,C3,3, ...,C2N+1,1,C2N+1,3, ...,C2N+1,2N+1 (VII),
S3,1,S3,3, ...,S2N+11,S2N+1,3, ...,S2N+1,2N+1 (VIII).

(9)

Вiдповiдно кожна з них включає в себе наступну низку коефiцiєнтiв (невiдомих):
I. b0,0,0,b0,0,2,b2,0,0,b0,2,0, ...,b0,0,2N ,b2,0,2N−2,b0,2,2N−2,b4,0,2N−4,b2,2,2N−4,b0,4,2N−4, ...,b2,2N−2,0, ...,b0,2N ,0;
II. b1,1,0,b1,1,2,b3,1,0,b1,3,0, ...,b1,1,2N−2,b3,1,2N−4,b1,3,2N−4,b5,1,2N−6,b3,3,2N−6,b1,5,2N−6, ...,b3,2N−3,0, ...,b1,2N−1,0;
III. b1,0,1,b1,0,3,b3,0,1,b1,2,1, ...,b1,0,2N−1,b3,0,2N−3,b1,2,2N−3,b5,0,2N−5,b3,2,2N−5,b1,4,2N−5, ...,b3,2N−4,1, ...,b1,2N−2,1;
IV. b0,1,1,b0,1,3,b2,1,1,b0,3,1, ...,b0,1,2N−1,b2,1,2N−3,b0,3,2N−3,b4,1,2N−5,b2,3,2N−5,b0,5,2N−5, ...,b2,2N−3,1, ...,b0,2N−1,1;
V. b0,0,1,b0,0,3,b2,0,1,b0,2,1, ...,b0,0,2N+1,b2,0,2N−1,b0,2,2N−1,b4,0,2N−3,b2,2,2N−3,b0,4,2N−3, ...,b2,2N−2,1, ...,b0,2N ,1;
VI. b1,1,1,b1,1,3,b3,1,1,b1,3,1,b1,1,2N−1,b3,1,2N−3,b1,3,2N−3,b5,1,2N−5,b3,3,2N−5,b1,5,2N−5, ...,b1,2N−1,1, ...,b1,2N−1,1;
VII. b1,0,0,b1,0,2,b3,0,0,b1,2,0, ...,b1,0,2N ,b3,0,2N−2,b1,2,2N−2,b5,0,2N−4,b3,2,2N−4,b1,4,2N−4, ...,b3,2N−2,0, ...,b1,2N ,0;
VIII.b0,1,0,b0,1,2,b2,1,0,b0,3,0,b0,1,2N ,b2,1,2N−2,b0,3,2N−2,b4,1,2N−4,b2,3,2N−4,b0,5,2N−4, ...,b0,2N−1,2, ...,b0,2N+1,0.

(10)

Вiдповiднi системи рiвнянь подаємо в матричному виглядi:
{

TiBi−Riλi =Di,

αiBi =Ci,
(i = I–VIII). (11)

Тут введенi позначення:
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













s2,2
...

s2N ,2

s2N ,4

...
s2N ,2N

















, cVIII =

















s1,1
...

s2N+1,1

s2N+1,3

...
s2N+1,2N+1

















, cIV =

















s2,1
...

s2N ,1

s2N ,3

...
s2N ,2N−1

















, cVI =

















s3,2
...

s2N+1,2

s2N+1,2

...
s2N+1,2N

















.

(12)

Елементами матриць Ti є

tts =
∫

τ

UmnkWm1n1k1 dτ+
∫

τ

WmnkUm1n1k1 dτ,

де t — порядковий номер iндексiв m1n1k1 в рядi (12) та s — порядковий номер iндексiв mnk в позначеннях
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(12); Di — стовпець елементiв

dt =
∫

τ

δ0Umnk dτ+
∫

τ

WmnkU0 dτ

(t вiдповiдає номеру рядка з iндексом mnk у виразах (12)).
Елементи матриць rts, Ri — коефiцiєнти αnk

mnk або βnk
mnk зi значеннями номерiв iндексiв з формул (12);

λi — стовпець невiдомих λt (λnk, γnk).
Розв’язок системи (9) отримується за допомогою послiдовностi матричних перетворень:

TiBi =Riλi +Di,

Bi =T−1
i (Riλi +Di),

αiT
−1
i (Riλi +Di)=Ci,

λi =(αiT
−1
i Ri)−1(Ci−αiT

−1
i Di),

Bi =T−1
i

(

Ri(αiT
−1
i Ri)−1(Ci−αiT

−1
i Di)+Di

)

.
Знайдемо формули визначення спiввiдношень у приведеному алгоритмi.
Нагадаємо, що потенцiал (4,b)) подається [5] так:

Umnk =
3Ve(−1)N

4m!n! k! 2N (N +1)
∂N

∂xm
1 ∂xn

2 ∂xk
3

∞
∫

0

(

1−
x2

1

a2
1 +u

−
x2

2

a2
2 +u

−
x2

3

a2
3 +u

)N+1
du

Q(u)
(13)

i його можна записати

Umnk =
3Ve(−1)NN !
4m!n! k! 2N

N+1
∑

l=0

(−1)l

(N +1− l)! l!
∂N

∂xm
1 ∂xn

2 ∂xk
3

∞
∫

0

(µ2)ldu (14)

де µ2 =
x2
1

a2
1 +u

+
x2
2

a2
2 +u

+
x2
3

a2
3 +u

.

Тодi елементи
∫

τ

Wm1n1k1Umnk dτ визначаються як:

∫

τ

Wm1n1k1Umnk dτ =
3Ve(−1)NN !N1! 2l−N

4m!n! k!m1!n1! k1!

N+1
∑

l=0

(−1)l

(N +1− l)!(N1−N +2l+3)!!
Lm′,n′,k′

N ′,N1,l
,

m′ =m+m1, n′ =n+n1, k′ = k+k1, N ′ =N +N1,
де

Lm′,n′,k′

N ′,N1,l
=

∂N ′

∂xm′

1 ∂xn′

2 ∂xk′
3

∫

τ

( ∞
∫

0

(µ2)l
du

Q(u)

)

(

ρ2−1
)N1dτ =

∑

t1+t2+t3=l

(2t1−1)!! (2t2−1)!! (2t3−1)!!Mt1t2t3

(2t1−m)!! (2t2−n)!! (2t3−k)!!
,

Mt1t2t3 = a2t1b2t2c2t3





∞
∫

0

du
(a2 +u)t1(b2 +u)t2(c2 +u)t3Q(u)



 .

Аналогiчно визначаються величини
∫

τ

δ0(ρ)Umnk dτ =
(−1)NN !

4m!n! k! 2N

N+1
∑

l=0

(−1)l

(N +1− l)! l!
∂N

∂xm
1 ∂xn

2 ∂xk
3

∫

τ

( ∞
∫

0

(µ2)ldu

)

δ0(ρ) dτ =

=
(−1)NN !

4m!n! k! 2N

N+1
∑

l=0

(−1)l

(N +1− l)!
K′

mnk,

де

K′

mnk =
2lN !

(2l−N +1)!!

∑

t1+t2+t3=l

(2t1−1)!! (2t2−1)!! (2t3−1)!!Mt1t2t3

(2t1−m)!! (2t2−n)!! (2t3−k)!!
R2l−N+2, Rs =

1
∫

0

δ0(ρ)ρs dρ.

Значення
∫
τ
WmnkU0dτ обчислюємо, подаючи функцiю δ0(ρ) рядами за полiномами Лежандра [7]:

δ0(ρ)=
∞
∑

n=0

cnPn(2ρ2−1), cn =2(2n+1)
∫

δ0(ρ)ρPn(2ρ2−1) dρ=2(2n+1)
n
∑

l=0

dl
nSl

Sl =

1
∫

0

δ0(ρ)ρ(2ρ2−1)l dρ=
l
∑

t=0

2tC t
l (−1)l−tR2t+1.
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Вiдповiдно внутрiшнiй потенцiал такого представлення визначається за допомогою виразiв:

U0 =
∫

τ

δ0(ρ)
r

dτ =
∞
∑

n=0

cn

∫

τ

Pn(2ρ2−1)
r

dτ =
∞
∑

n=0

cn

n
∑

l=0

dl
n

l
∑

t=0

2tC t
l (−1)l−tut,

де

ut =
∫

τ

ρ2t

r
dτ =

3Vet!
4

t
∑

l=0

(−1)t−l

(t− l)!

∑

t1+t2+t3=l

x2t1
1 x2t2

2 x2t3
3

t1! t2! t3! a
2t1
1 a2t2

2 a2t3
3

Mt1t2t3 .

Це дозволяє знайти
∫

τ

Wmnkut dτ =
3Vet!

4m!n! k!

t
∑

l=0

(−1)t−l

(t− l)!

∑

t1+t2+t3=l

2l(2t1−1)!! (2t2−1)!! (2t3−1)!!
(2t1−m)!! (2t2−n)!! (2t3−k)!!(2l+N +3)!!

Mt1t2t3

i остаточно
∫

τ

WmnkU0 dτ =
∞
∑

n=0

cn

n
∑

l=0

dl
n

l
∑

t=0

2tC t
l (−1)l−t

∫

τ

Wmnkut dτ.

Таким чином, приведенi всi необхiднi формули та спiввiдношення для реалiзацiї наведеної методики,
що дозволяє виконувати потрiбнi дослiдження.
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Метод построения трехмерного распределения масс гидростатически уравновешенной
эллипсоидальной планеты

Фыс М.М., Зазуляк П.М., Брыдун А.М., Юркив М.И., Согор А.Р.
Национальный университет «Львовская политехника», 79013, г. Львов, ул. Карпинского, 6

Выведены формулы и соотношения для реализации методики построения трехмерного распределения масс гидро-
статически уравновешенной эллипсоидальной планеты. Во-первых, появляется возможность интерпретировать ано-
малии внешнего гравитационного поля отклонением трехмерной плотности распределения масс от гидростатически
уравновешенного состояния. Во-вторых, условия, обеспечивающие минимум гравитационной энергии, позволяют
делать выводы о состоянии покоя или динамических изменений внутри тела.

Ключевые слова: трехмерное распределение масс; гидростатически уравновешенная эллипсоидальная планета;
аномалии внешнего гравитационного поля; условие гидростатического равновесия; функция кусочно-непрерывного
распределения масс; многочлены Лежандра; Стоксовы постоянные.
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Method of construction of three-dimensional mass distribution of hydrostatically introduced ellipsoidal planet
Fys М.М., Zazuliak P.M., Brydun A.M., Yurkiv M.I., Sohor A.R.

Lviv Polytechnic National University, 79013, Lviv, Karpinskyi street 6

Formulas and relations for the realization of the method of construction of three-dimensional mass distribution of
hydrostatically balanced ellipsoidal planet are derived. First, it is possible to interpret the anomalies of the external
gravitational field by deviating the three-dimensional density of mass distribution from the hydrostatically balanced state.
Second, conditions that provide a minimum of gravitational energy allow us to draw conclusions about the state of rest or
dynamic changes in the middle of the body. Determining the conditions under which the planet is in a state of hydrostatic
equilibrium, or deviation from it of the real body makes it possible to establish the causes of the mechanism of mass
redistribution. This in turn provides the basis for the study and interpretation of dynamic processes in the mid-celestial
body. The state of hydrostatic equilibrium allows to solve a number of problems of the astronomy and physics of the
planets. Estimates of potential and energy values in the tectonosphere reveal the mechanisms that cause the movement
of continental plates. It is known that the hydrostatic equilibrium condition is ensured by a minimum of gravitational
energy E. In this case, the piecewise continuous mass distribution function is described by the expression through
Legendre polynomials. The potential of the piecewise-continuous mass distribution function is uniformly convergent for
the given class of functions. The expression for gravitational energy E depends on a given function δ0(ρ) and a fixed
shape in the form of an ellipsoid. Therefore, the redistribution of the density produced by the change in the coefficients
bmnk gives variations in the energy E. Also, the values bmnk are determined by the Stokes constants CNK, SNK. The
minimum of gravitational energy E is defined as the problem for the conditional extremum of the Lagrange function. Its
intersection with respect to magnitudes λnk, γnk, bpqs determines the mass distribution that gives the minimum energy E
for a particular gravitational field. A detailed analysis of this system of equations leads to the conclusion that it is
divided into eight groups formed by the corresponding Stokes constants. The solution of this system is obtained by using
a sequence of matrix transformations to implement the above method. Thus, all the necessary formulas and ratios of the
described method of construction of three-dimensional mass distribution of hydrostatically balanced ellipsoidal planet are
presented, which allows to perform the necessary studies.

Keywords: three-dimensional mass distribution; hydrostatically equilibrated ellipsoidal planet; anomalies of the external
gravitational field; condition of hydrostatic equilibrium; function of lump continuous mass distribution; Legendre
polynomial; Stokes constant.
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