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Алгоритм та основнi формули зведення фундаментальних
постiйних до планетарної системи координат
М.М.Фис*, А.М.Бридун, М.I.Юркiв

Нацiональний унiверситет «Львiвська полiтехнiка», 79013, м.Львiв, вул. Карпiнського, 6

Наведено один з алгоритмiв зведення параметрiв гравiтацiйного поля небесного тiла та його динамiчного
стиснення в планетарну систему координат. Його основою є трактування розкладу в ряд Лапласа потенцiа-
лу другого порядку як квадратичної форми в прямокутнiй системi координат. Запис потенцiалу в прямокутнiй
системi координат формує матрицю квадратичної форми, яку зводимо до канонiчного вигляду. Власнi числа
в розглянутiй методицi обчислюються двома способами: аналiтично за допомогою замкнутих формул та
для порiвняння одним з наближених методiв. Вiдповiднi їм власнi вектори знаходяться за допомогою спосо-
бу Крилова та для контролю безпосередньо розв’язуванням систем однорiдних рiвнянь. Елементи повороту
планетарної системи координат до системи, пов’язаної з головними осями координат подаються через цi
розв’язки (компоненти власних векторiв) та визначають вiдповiднi кути Ейлера i кути повороту системи
координат, а комбiнацiї власних чисел вiдповiдно — значення коефiцiєнтiв розкладу потенцiалу в перетво-
ренiй системi координат (C20, C22). Це дозволяє записати матрицю зв’язку мiж двома системами координат
та виконувати обернений перехiд, i, вiдповiдно, одержати формулу для динамiчного стиснення в планетарнiй
системi координат. Таке подання дає можливiсть обчислити степеневi моменти другого порядку (механiчнi
характеристики, вони ж — моменти iнерцiї) без перерахунку параметрiв гравiтацiйного поля в системi
координат, пов’язанiй з головними осями iнерцiї. Побудована так тривимiрна функцiя розподiлу мас надр
Землi дає можливiсть простої iнтерпретацiї отриманих результатiв, бо розмiщення координат точок, що
дослiджуються, збiгається з їх географiчним положенням, що забезпечує простоту зображення результатiв.
Алгоритм апробований та перевiрений на конкретному прикладi, в якому показано можливiсть його засто-
сування при побудовi тривимiрних моделей розподiлу мас надр небесного тiла. Виконане обчислення значень
густини в двох системах координат дає однаковi результати, а обмеження суми другим порядком не впливає
на прикiнцевий висновок i пiдтверджує можливiсть використання наведеного алгоритму.

Ключовi слова: гравiтацiйне поле планети; загальнопланетарна система координат; динамiчне стиснення.

1.ВСТУП
Геодезичнi параметри (стоксовi постiйнi) подаються в основному в загальнопланетарнiй системi ко-

ординат Ox1x2x3, а динамiчне стиснення H (астрономiчний параметр) — в системi Oy1y2y3, осi якої є
головними осями iнерцiї.

Часто виникає необхiднiсть приведення цих величин до однiєї з систем, зокрема, при побудовi три-
вимiрних моделей густини планет з використанням стоксових постiйних та динамiчного стиснення. На
сьогоднi параметри зовнiшнього гравiтацiйного поля та величина H зводились до системи координат
Oy1y2y3 [5], хоча бiльш доцiльно робити навпаки, тобто визначити H в системi координат Ox1x2x3 [10].

Перехiд вiд одної системи координат в iншу здiйснюється в нашому випадку шляхом повороту вихi-
дної системи координат та може бути реалiзований рiзними способами. Наприклад, в працi [6] для цього
запропоновано використати кути Ейлера. Iнший пiдхiд, що ґрунтується на мультипольному зображеннi
потенцiалу, поданий в роботi [3]. Зведенням потенцiалу як квадратичної форми другого порядку до
канонiчного вигляду породжує алгоритм, що пов’язує двi системи координат. Такий пiдхiд реалiзований
в статтi [4]. Враховуючи простоту його реалiзацiї, адаптуємо його для здiйснення оберненого переходу
вiд системи Oy1y2y3 до загальнопланетарної Ox1x2x3.

Приведемо методику виконання цього алгоритму та дослiдимо її особливостi на прикладi планети
Земля.

2.МЕТОДИКА ЗВЕДЕННЯ ПАРАМЕТРIВ В ОДНУ СИСТЕМУ КООРДИНАТ
Позначимо загально-планетарну систему координат через Ox1x2x3, а систему координат, пов’язану з

головними осями iнерцiї — через Oy1y2y3. Зв’язок мiж цими системами координат зi спiльним початком
координат вiдображається так:

X=A ·Y, (1)
де

X=





x1

x2

x3



, Y=





y1

y2

y3



, A=





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



.
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Зворотнiй перехiд вiд однiєї системи координат до iншої, вiдповiдно, здiйснюється
Y=A−1 ·X=B ·X, (2)

де

B=A−1 =





b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33



. (3)

Формула для динамiчного стиснення H [1] в системi координат Oy1y2y3 має вигляд:

H =
−C20

∫

τ
δ(y2

1 +y2
2 ) dτ

=
−C20

2
(

C20−
∫

τ
δy2

3 dτ
) , (4)

де C20 — коефiцiєнт розкладу потенцiалу в ряд Лапласа при сферичнiй функцiї другого порядку (його
вигляд подано нижче).

Для її представлення в планетарнiй системi координат опишемо та перевiримо алгоритм переходу вiд
однiєї системи координат до iншої. Одночасно при цьому встановимо формули для кутiв повороту та
кутiв Ейлера.
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Рис. 1. Кути поворотiв системи координат та кути Ейлера

Потенцiал, поданий рядом за многочленами Лежандра [1]

V =
G
R

∞
∑

n=0

∫

τ

δ
( ρ

R

)n
Pn(cos γ) dτ =

∞
∑

n=0

Vn, (5)

де γ — кут мiж радiус-векторами точок P(x1, x2, x3) та Q(ξ, η, ζ); cos γ=
ξx1 +ηx2 +ζx3

ρR
; ρ, R — довжини

цих векторiв.
В прямокутнiй системi координат Ox1x2x3 доданок V2 рiвностi (5) набуде вигляду

V2 =
GM
2R4

(

x2
1(−C20 +6C22)+x2

2 (−C20−6C22)+2C20x
2
3 +6C21x1x3 +6S21x2x3 +12S22x1x2

)

. (6)

Величини (стоксовi постiйнi другого порядку) в спiввiдношеннi (6) визначаються як

C20 =
1

MR2

∫

τ

δ
(

ζ2− 1

2
(ξ2 +η2)

)

dτ, C22 =
1

4MR2

∫

τ

δ
(

ξ2−η2) dτ,

C21 =
1

MR2

∫

τ

δ(ζξ) dτ, S21 =
1

MR2

∫

τ

δ(ζη) dτ, S22 =
1

MR2

∫

τ

δ(ξη) dτ.

Доданок V2 можна трактувати як квадратичну форму вiд змiнних x1, x2 та x3, а саме
V2 =XTDX,

де

D=





−C20 +6C22 6S22 3C21

6S22 −C20−6C22 3S21

3C21 3S21 2C20



, XT =
(

x1 x2 x3
)

.

Перехiд вiд системи координат X (Ox1x2x3) до Y (Oy1y2y3) визначається перетворенням величини

V2 =YT
(

A−1)T DA−1Y.

Матриця D′ квадратичної форми в системi координат Y (Oy1y2y3), де D′ =
(

A−1
)T

DA−1, має дiаго-
нальний вигляд в системi координат, осi якої — головнi осi iнерцiї.

В цьому випадку алгоритм приведення наступний. Визначаємо власнi значення матрицi D з умови
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−C20 +6C22−λ 6S22 3C21

6S22 −C20−6C22−λ 3S21

3C21 3S21 2C20−λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=0. (7)
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В розгорнутiй формi (7) має вигляд
λ3−p2λ−p3 =0, (8)

де
p1 =SP(D)= 0, p2 =4C2

20 +9C2
21 +9S2

21 +36C2
22 +36S2

22, p3 =det(D).

Оскiльки матриця D симетрична, то всi її власнi значення є дiйсними числами. Тому коренi рiвняння
(8) для цього випадку в тригонометричнiй формi наступнi [1]:

λ1 =2

√

p2

3
cos
(α

3

)

, λ2 =−2

√

p2

3
cos
(α

3
+
π

3

)

, λ2 =−2

√

p2

3
cos
(α

3
− π

3

)

, cosα=
p3

2
(

p2

3

)3/2
.

Подiбний розв’язок знаходимо в роботi [12], де вiн представлений в схожому, але дещо iншому
виглядi.

Коренi рiвняння можна шукати наближеними методами, наприклад, методом Ньютона [2]. Результати
обчислень для даних моделi GEM-10B [7] наведено в табл. 1, числове значення коренiв отримано з
точнiстю 4,3 ·10−19.

Таблиця 1

Коренi рiвняння Числове значення коренiв рiвняння
λ1 1,09352902468196
λ2 1,07174202630901
λ3 –2,16527105099097

Власнi вектори Ui для значень λi одержуємо з системи рiвнянь




−C20 +6C22−λ 6S22 3C21

6S22 −C20−6C22−λ 3S21

3C21 3S21 2C20−λ









ti1
ti2
ti3



 , i =1, 2, 3.

Їх також можна знайти одним з методiв побудови власних векторiв матрицi D, наприклад, методом
Крилова [2].

Даний алгоритм:

Ui =
3
∑

j=0

qjiV
n−j−i,

де q0i = 1, qji = pj +λiqj−1i, i = j = 1, 2, 3; V0 — довiльний вектор, наприклад, V0 =

(

1
1
1

)

; Vi =DVi−1,

i =1, 2, 3.

Розв’язки задають матрицю зв’язку

A=







t11 t21 t31
t12 t22 t32
t13 t23 t33






.

Результати обчислень власних векторiв матрицi обома способами подаємо у табл. 2 та табл. 3.

Пiсля повороту системи координат матриця D матиме вигляд

D′ =





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



,

при цьому стоксовi постiйнi другого порядку в новiй системi координат запишуться C ′

20 =
λ3

2
, C ′

22 =
λ1−λ2

2
,

а тому значення для наведеного прикладу будуть такими (табл. 4).

Елементи матрицi A
(

(aij) = (tji ), i = j = 1, 2, 3
)

дають можливiсть визначити кути мiж осями двох
систем координат, а саме

γ=arccos
a33

√

a2
13 +a2

23 +a2
33

, β=arccos
a22

√

a2
12 +a2

22 +a2
32

, α=arccos
a11

√

a2
11 +a2

21 +a2
31

.

Вiдповiдно, кути Ейлера ϑ,ϕ,ψ визначаються:

якщо ϑ 6=0, то ϑ=arccosa33, ψ=arcsin
(

a13

sinϑ

)

, ϕ=arcsin
(

a31

sinϑ

)

;

якщо ϑ=0, то ψ=α, ϕ=β.

Значення кутiв α,β, γ повороту системи координат та кутiв Ейлера для планети Земля:
γ=ϑ=0◦ 0′ 0,36′′, β=ϕ=α=14◦ 26′ 47′′ (в розглянутому випадку).
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Таблиця 2. Власнi вектори, знайденi безпосередньо

U1 U2 U3

ti1 0,966246790985225 −0,25761820897902 0,257 446 492 682 ·10−6

ti1 −0,257618203763369 0,966246789511678 −0,175 454 421 746 ·10−5

ti1 −0,700 759 377 19 ·10−6 7,214 637 525 154 ·10−6 0,999999999998428

Таблиця 3. Власнi вектори, знайденi методом Крилова

U1 U2 U3

ti1 0,966246789090181 −0,2576182108710 −0,700 772 058 8 ·10−6

ti1 −0,25761820787451 −0,9662467898880 −0,162 900 724 8 ·10−5

ti1 0,257 446 553 239 ·10−6 0,175 454 415 65 ·10−5 0,999999999998428

Таблиця 4. Значення стоксових постiйних другого порядку

Система координат Стоксовi постiйнi

Ox1x2x3 C20 =−0,108 263 552 549 029 ·10−2 C22 =0,157 459 306 911 990 ·10−5

Oy1y2y3 C ′
20 =−0,108 263 552 549 551 ·10−2 C ′

22 =0,181 558 319 671 357 ·10−5

Таблиця 5. Рiзницi значень густин в двох системах координат та їх величина в планетарнiй системi

Вiдносний
радiус, ρ

ϕ=45◦, λ=45◦ ϕ=30◦, λ=30◦

δ2×δC ,
г

см3 ∆δ2×δC ,
г

см3 δ2×δC ,
г

см3 ∆δ2×δC ,
г

см3

0 1,9193327 1,989 519 660 128 ·10−11 1,9193327 1,989 519 660 120 ·10−11

0,1 1,9039788 2,189 966 729 010 ·10−10 1,9039316 1,260 166 306 157 ·10−10

0,2 1,8579169 8,163 011 014 751 ·10−10 1,8577281 4,443 809 327 675 ·10−10

0,3 1,7811472 1,811 696 809 391 ·10−9 1,7807223 9,750 146 365 197 ·10−10

0,4 1,6736696 3,205 518 816 422 ·10−9 1,6729143 1,717 838 141 591 ·10−9

0,5 1,5354840 4,997 606 498 015 ·10−9 1,5343039 2,672 931 666 476 ·10−9

0,6 1,3665906 7,187 101 647 545 ·10−9 1,3648912 3,840 372 956 383 ·10−9

0,7 1,1669893 9,775 833 440 276 ·10−9 1,1646762 5,219 672 012 213 ·10−9

0,8 0,9366801 1,276 179 703 737 ·10−8 0,9336589 6,811 440 449 975 ·10−9

0,9 0,6756630 1,614 707 426 176 ·10−8 0,67183983 6,811 440 449 974 ·10−9

1 0,3839380 1,992 845 643 659 ·10−8 0,3792173 1,063 196 365 306 ·10−8

Рiвнiсть (2) в розгорнутiй формi з урахуванням (3) виглядатиме як










y1 = b11x1 +b12x2 +b13x3,

y2 = b21x1 +b22x2 +b23x3,

y3 = b31x1 +b32x2 +b33x3.

(9)

Для отримання (4) скористаємось спiввiдношенням (9), матимемо:

H =−C20

2
· 1

C20−
∫

τ
δ
(

b2
31x

2
1 +b2

32x
2
2 +b2

33x
2
3 −2 (b31b32x1x2 +b31b33x1x3 +b32b33x2x3) dτ

)

. (10)

Iнтегральнi вирази, що входять в формули (10) та (4), вiдповiдно

Ipqs =
1

MaN
l

∫

τ

δxp
1x

q
2x

s
3 dτ, I ′pqs =

1
MaN

l

∫

τ

δyp
1y

q
2y

s
3 dτ, (11)

називають степеневими моментами густини [6] (вони ж моменти iнерцiї в теоретичнiй чи небеснiй
механiцi [8]). Параметри зовнiшнього гравiтацiйного поля до другого порядку включно визначаються
сукупнiстю моментiв вiдповiдного порядку (визначають тензор iнерцiї небесного тiла [12]). Тому вираз
(10) в позначеннях (11) набуде вигляду [11]

H =
C20

2
(

C20(1+b2
31 +b2

32)+2C22(b2
31 +b2

32)−(b2
31 +b2

32 +b2
33)I002 +b31b32S22 +2b31b33C21 +2b32b33S21

) , (12)

звiдки

I002 =
1

b2
31 +b2

32 +b2
33

(

−C20

2H
+C20(1+b2

31 +b2
32)+2C22(b2

31 +b2
32)+b31b32S22 +2b31b33C21 +2b32b33S21

)

.

Використавши спiввiдношення мiж стоксовими постiйними та степеневими моментами, запишемо
решту елементiв тензора iнерцiї

I200 =2C22−C20 + I002, I020 =−2C22−C20 + I002, I101 =C21, I011 =S21, I110 =2S22.

Розглянемо окремий випадок, коли одна з осей двох систем координат спiвпадає з вiссю обертання
планет, а двi iншi розташованi в площинi екватора [10]. Використання такої системи координат дозво-
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ляє безпосередньо прив’язувати положення точок, що дослiджуються, з їх розмiщенням на картi без
перетворення. Вигляд формул для динамiчного стиснення при переходi до цiєї системи координат не
змiнюється. Це випливає з iнварiантностi стоксових постiйних Cn0, в тому числi i C20 а також з фор-
мули (4). Тому спiввiдношення для степеневих моментiв є загальноприйнятими формулами, взятими,
наприклад, з [7]. При цьому потреба приведення стоксових постiйних в систему Oy1y2y3 зникає, тiль-
ки для функцiї розподiлу мас 2-го порядку необхiдно враховувати доданки з многочленами W110, W101,
W011 [7], а тому врахування значень S21, C21, S22 в обчисленнях, проведених в [8, 9], можна вважати
обґрунтованим.

Для перевiрки даного твердження обчислимо коефiцiєнти розкладу до другого порядку включно

b′002 =
7

2
a2

3δC(5I002− I000), b′200 =
7

2
a2

1δC(5I200− I000), b′020 =
7

2
a2

2δC(5I020− I000),

b′110 =
35

2
a1a2δC I110, b′101 =

35

2
a1a3δC I101, b′011 =

35

2
a2a3δCI011,

b′000 = δC , b′001 = a3δC I001 =0, b′010 = a2δCI010,

b′001 = a1δC I100 =0.
За формулами [6], а також за величинами наведеними в данiй роботi, обчислюємо значення функцiї

модельного розподiлу δ2 [6] в планетарнiй системi координат та рiзницi ∆δ2 в двох системах координат.
Результати обчислень розмiщаємо в табл. 5.

3.ВИСНОВКИ
Запропонований та апробований в роботi метод приведення величин з однiєї системи координат в

iншу дозволяє представляти динамiчне стиснення в довiльнiй системi координат.
Елементи матрицi зв’язку визначають кутовi характеристики: кути повороту та кути Ейлера.
Поданi в статтi дослiдження пiдтверджують обґрунтованiсть використання методики побудови три-

вимiрних моделей густини планет.
Приведений в роботi числовий приклад пiдтверджує можливiсть використання стоксових постiйних

гравiтацiйного поля без попереднього їх уточнення для побудови тривимiрних моделей густини планет.
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Алгоритм и основные формулы приведения фундаментальных постоянных
к планетарной системе координат

Фыс М.М., Брыдун А.М., Юркив М.И.
Национальный университет «Львовская политехника», 79013, г.Львов, ул. Карпинского, 6

Описан один из алгоритмов приведения параметров гравитационного поля планеты и ее динамического сжатия в
планетарную систему координат. На примере показана возможность его применения при построении трехмерных
моделей распределения масс недр небесного тела, а также сделано сравнение значений плотности в двух системах
координат, которое подтверждает их равенство.
Ключевые слова: гравитационное поле планеты; общепланетарная система координат; динамическое сжатие.
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The algorithm and the basic formulas of the reduction of fundamental constants
to the planetary coordinate system
Fys M.M., Brydun A.M., Yurkiv M.I.

Lviv Polytechnic National University, 79013, Lviv, Karpinskyi street 6

In this article one of the algorithms for the construction of parameters of the planet gravitational field and its dynamical
ellipticity into a planetary coordinate system is presented. The example shows the possibility of its application in the
construction of three-dimensional models of the distribution of the masses of the celestial body and a comparison of the
density values in two coordinate systems is performed, which confirms their equality.

Keywords: planet’s gravitational field; planetary reference system; dynamical ellipticity.
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