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Апробацiя методу побудови моделi глобального гравiтацiйного
поля з недiагональною матрицею нормальних рiвнянь на основi
аномалiй сили тяжiння DTU10
О.М.Марченкo, Ю.О.Лук’янченко*
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У роботi розглянуто пiдхiд щодо моделювання глобального гравiтацiйного поля з використанням недiагональ-
ної матрицi нормальних рiвнянь. Використано ортогональнi властивостi, якi виникають внаслiдок рiвномiр-
ного розташування даних на сферичнiй поверхнi. Розглянуто два випадки розташування даних: у вершинах
трапецiй та для центральних значень трапецiй, а також вiдповiднi ортогональнi властивостi цим випадкам.
Застосовано метод роздiлення матрицi нормальних рiвнянь на декiлька менших лiнiйно незалежних матриць,
внаслiдок чого було визначено окремi групи гармонiчних коефiцiєнтiв парних та непарних порядкiв i ступенiв.
Це дало змогу розпаралелити процес обчислень, що значно скоротило час виконання даної роботи. Такий пiд-
хiд може бути рекомендовано для науковцiв, що займаються моделюванням гравiтацiйного поля i не мають
доступу до потужних обчислювальних кластерiв, або при побудовi моделей надвисоких ступенiв. Такий пiд-
хiд до визначення гармонiчних коефiцiєнтiв значно розширює сферу науковцiв, якi б могли займатись даним
питанням. Побудовано три моделi глобального гравiтацiйного поля Землi 180, 360 та 720 ступенiв з викори-
станням регулярних сiток 30′×30′, 30′×30′ та 9′×9′ вiдповiдно. Отриманi моделi було порiвняно з моделлю
EGM2008 у рамках спектральних амплiтуд, якi були побудованi для кожного ступеня моделi гравiтацiйного
поля Землi та представленi для сигналу моделi, рiзниць двох сигналiв порiвнюваних моделей та накопичення
таких рiзниць. На основi отриманих гармонiчних коефiцiєнтiв вiдтворено аномалiї сили тяжiння та порiвня-
но їх iз первинними наборами. Обчислено стандартнi вiдхилення рiзниць первинних та обчислених аномалiй,
якi склали 13,21 мГал, 5,36 мГал та 7,52 мГал для моделей 180, 360 та 720 ступенiв вiдповiдно. Обчислено
одиницю ваги середньої квадратичної похибки та коварiацiйну матрицю, на основi яких виконано апостерiор-
ну оцiнку точностi отриманих моделей. Показано, що за даними аномалiй DTU10 можна побудувати модель
глобального гравiтацiйного поля Землi до 550 ступеня/порядку.

Ключовi слова: моделювання глобального гравiтацiйного поля; аномалiї сили тяжiння; метод найменших
квадратiв.

1.ВСТУП

На сьогоднiшнiй день розвиток моделей гравiтацiйного поля Землi набирає все бiльших обертiв. Це
пiдтверджується появою великої кiлькостi таких моделей протягом останнiх рокiв. Запуск все бiльшої
кiлькостi супутникових мiсiй став основною причиною такого бурхливого розвитку моделей гравiтацiй-
ного поля Землi. Таким чином, для науковцiв ставали все бiльш доступними не тiльки вимiри орбiт
рiзноманiтних супутникiв, але й з’явились новi типи вимiрiв, що давали змогу моделювати гравiтацiйне
поле Землi. Спочатку новi вимiри були забезпеченi за допомогою альтиметричних супутникових мiсiй,
якi дали змогу вiдстежувати поверхню Свiтового океану, яка, як вiдомо, дуже тiсно зв’язана з поверх-
нею геоїда. З подальшим розвитком технологiй з’явились супутниковi мiсiї класу LEO, а саме CHAMP,
GRACE та GOCE, висота орбiти цих супутникiв була меншою за 1000 км.

Такий великий наплив нових даних суттєво прискорив розвиток моделей гравiтацiйного поля Землi,
як в планi їх точностi, так i роздiльної здатностi. Варто зазначити, що зi збiльшенням ступеня моделi
кiлькiсть її коефiцiєнтiв зростає як квадратична функцiя. Даний аспект мало враховувався, коли будува-
лись першi моделi за супутниковими даними. Оскiльки тодi можна було визначати довгi довжини хвилi,
що не перевищувало 100 ступеня. В такому випадку розв’язання системи нормальних рiвнянь iз близько
10 000 невiдомих не складало великих проблем, хоча i були свої особливостi [1, 4–7]. Так, наприклад,
перед початком обчислювального процесу всi данi приводяться на сферичну поверхню, яка близька до
поверхнi Землi. Таким чином, кiлькiсть аргументiв зводилась до двох (широта i довгота), а радiус-вектор
ставав постiйною величиною. Продовження вверх такої моделi не складало нiяких проблем оскiльки бу-
ло однозначним i виконувалось за умов гармонiчностi функцiї. Саме з цих причин, переважно, завжди
вхiдна iнформацiя розташовується у виглядi регулярної сiтки на сферичнiй поверхнi.

Добре вiдомо, що гравiтацiйний потенцiал розкладається в ряд за сферичними функцiями, при яких
стоять гармонiчнi коефiцiєнти. Коефiцiєнти певного ступеня вiдповiдають певнiй пiвдовжинi хвилi. Та-
кож вiдомо, що iз збiльшенням висоти еквiпотенцiальна поверхня стає все бiльше подiбна на сферу.
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Тобто можна сказати, що чим вище вiд Землi виконуються вимiри, тим менше в них присутня висо-
кочастотна складова. Саме з цих причин данi про орбiти супутникiв використовують для визначення
коефiцiєнтiв низьких ступенiв, а наземнi вимiри краще пiдходять для визначення низькочастотної скла-
дової. Однак не можна сказати, що краще виконувати вимiри на земнiй поверхнi чи на супутниковiй
орбiтi. Вимiри, виконанi вздовж супутникової орбiти, позбавленi шуму, що створюють топографiчнi ма-
си, але не можуть бути використанi для визначення високочастотної складової. Iз наземними вимiрами
все навпаки, вони можуть бути використанi для визначення високочастотної складової, однак на них
впливають суттєво топографiчнi маси, i, що бiльш важливо, тут є великi проблеми iз рiвномiрним гло-
бальним покриттям всiєї планети. Оптимальним рiшенням цiєї проблеми стала супутникова мiсiя GOCE,
вимiри якої є майже позбавленi впливу топографiчних мас i водночас досить низька висота орбiти су-
путника (250 км) дозволяє вловлювати не тiльки низькочастотну складову. Супутниковi гравiтацiйнi
градiєнти, отриманi з мiсiї GOCE, були використанi для уточнення та побудови моделi гравiтацiйного
поля Землi [12].

Такi подiї стали вирiшальними у подальшому розвитку моделювання гравiтацiйного поля Землi.
Сьогоднi вченi намагаються використовувати якомога бiльше рiзнотипних вимiрiв та конвертувати їх
в набiр даних певної трансформанти гравiтацiйного поля, який розташований на регулярнiй сiтцi на
сферичнiй поверхнi з радiусом, що близький до земного; наприклад, такими наборами є масив аномалiй
сили тяжiння у вiльному повiтрi DTU10 [2].

2.ОСОБЛИВОСТI ВИЗНАЧЕННЯ ГАРМОНIЧНИХ КОЕФIЦIЄНТIВ

Перед початком розв’язання системи нормальних рiвнянь необхiдно привести iнформацiю на регу-
лярну сiтку. Варто зазначити, що точки регулярної сiтки було змiщено на пiвкроку сiтки вiд екватора,
що має значення для подальшого використання ортогональних властивостей [13, 14].

Гармонiчнi коефiцiєнти визначаються згiдно класичного методу найменших квадратiв [7–9]. Об-
числення коварiацiйної матрицi (обертання матрицi нормальних рiвнянь) виконувалось за допомогою
ортогональних властивостей, що дозволило отримати розрiджену матрицю.

Оскiльки елементи такої матрицi обчислюються з використанням виразiв, що мiстять процедуру
сумування точок по паралелях i по меридiанах, то можна використати наступнi властивостi:



















































2N
∑

i=1

cos(m1λi) cos(m2λi)= (1+δm10 +δm1N )Nδm1m2 ,

2N
∑

i=1

sin(m1λi) sin(m2λi)= (1−δm10−δm1N )Nδm1m2 ,

2N
∑

i=1

sin(m1λi) cos(m2λi)= 0,

коли точки змiщенi на пiвкроку сiтки вiд екватора (i розташованi рiвномiрно по паралелi). Варто зазна-
чити, якщо сiтка не має такого змiщення (центральна паралель такої сiтки спiвпадає з екватором), тодi
данi властивостi набувають дещо iншого вигляду:



















































2N
∑

i=1

cos(m1λi) cos(m2λi)= (1+δm10−δm1N )Nδm1m2 ,

2N
∑

i=1

sin(m1λi) sin(m2λi)= (1−δm10 +δm1N )Nδm1m2 ,

2N
∑

i=1

sin(m1λi) cos(m2λi)= 0,

(δxy — дельта Кронекера, при однакових iндексах x=y вона рiвна 1, δxy =1, при рiзних x 6=y вона рiвна 0,
δxy =0). Схожi властивостi також розглядались рядом вчених [3, 6, 11].

Також iснують властивостi для приєднаних функцiй Лежандра. Як вiдомо функцiї Лежандра є пар-
ними або непарними, отже для непарних функцiй їх сума по меридiану буде рiвна нулевi. В загальному
цю властивiсть можна записати так:

N
∑

i=1

Pn1m1(cos θi)Pn2m2(cos θi)= 0, коли (−1)n1+n2+m1+m2 <0.

Наведемо приклад матрицi нормальних рiвнянь для першого порядку:
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,

Rs
nm =Pnm(cos θs) cos(mλs), Ss

nm =Pnm(cos θs) sin(mλs),
Xij — коефiцiєнт, винесений за знак суми (для кожної iз трансформант є рiзним).

Пiсля використання даних властивостей можна зауважити, що ненульовими елементами матрицi
нормальних рiвнянь є елементи, що мiстять добутки Rn1m1Rn2m2 або Sn1m1Sn2m2 . Бiльш того, для виконання
цiєї умови потрiбно, щоб m1 = m2 та щоб сума n1 +n2 приймала парне значення, тобто (−1)n1+n2 або,
iншими словами, n1, n2 мають бути обидва парними або непарними. На рис. 1 приведемо структуру
новоутвореної розрiдженої матрицi до 4 ступеня пiсля використання даних властивостей.

Рис. 1. Структура матрицi нормальних рiвнянь до 4-го ступеня, крапками позначено ненульовi елементи

3.ПОБУДОВА МОДЕЛЕЙ ГРАВIТАЦIЙНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛI НА ОСНОВI ДАНИХ
АНОМАЛIЙ СИЛИ ТЯЖIННЯ DTU10
Вхiдними даними для всiх побудов є набiр аномалiй сили тяжiння DTU10, розмiщених на регулярнiй

сiтцi 2′× 2′. На основi цих даних побудовано три моделi гравiтацiйного поля Землi (180, 360, 720
ступенiв).

Для побудови моделi 180 порядку було використано регулярну сiтку 30′×30′, яку було утворено
способом усереднення значень по трапецiях первинної регулярної сiтки 2′×2′. Така роздiльна здатнiсть
може використовуватись для побудови моделi 180 ступеня згiдно правила Найквiста. Використовуючи
вище описаний алгоритм, було побудовано модель гравiтацiйного поля Землi у виглядi гармонiчних
коефiцiєнтiв Cnm та Snm.

Для аналiзу отриманої моделi було побудовано порядковi амплiтуди отриманої моделi та порiвняно її
з EGM2008 (рис. 2).

Для обчислення апостерiорної оцiнки точностi необхiдно обчислити одиницю ваги середньої ква-

дратичної похибки µ=

√

#„vT #„v

n−k
= 0,00014, де #„vT #„v — сума квадратiв похибок (похибки представленi у

виглядi рiзниць на рис. 2), n = 259 200 — кiлькiсть вимiрiв, k = 32 761 — кiлькiсть необхiдних вимiрiв
(кiлькiсть невiдомих коефiцiєнтiв). Порiвняння отриманих коефiцiєнтiв та їх апостерiорної точностi в
рамках степеневих амплiтуд показано на рис. 3.

Для проведення оцiнки точностi отримана модель була використана для побудови аномалiй сили
тяжiння ∆g, далi було отримано рiзницi аномалiй первинного набору DTU10 та аномалiй, побудованих
за отриманої моделлю. Стандартне вiдхилення таких рiзниць становить 13,21 мГал.
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Рис. 2. Ступеневi амплiтуди внеску у висоти геоїда: 1 — побудована модель 180-го ступеня; 2 — EGM 2008;
3 — рiзницi двох моделей; 4 — акумульованi рiзницi

Рис. 3. Степеневi амплiтуди гармонiчних коефiцiєнтiв 180-го ступеня (1) та їх апостерiорної оцiнки точностi (2)

Рис. 4. Ступеневi амплiтуди внеску у висоти геоїда: 1 — побудована модель 360-го ступеня; 2 — EGM 2008;
3 — рiзницi двох моделей; 4 — акумульованi рiзницi
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Рис. 5. Ступеневi амплiтуди внеску у висоти геоїда: 1 — побудована модель 720-го ступеня; 2 — EGM 2008;
3 — рiзницi двох моделей; 4 — акумульованi рiзницi

Рис. 6. Ступеневi амплiтуди гармонiчних коефiцiєнтiв 360-го ступеня (1) та їх апостерiорної оцiнки точностi (2)

Рис. 7. Ступеневi амплiтуди гармонiчних коефiцiєнтiв 720-го ступеня (1) та їх апостерiорної оцiнки точностi (2)
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Таблиця 1. Порiвняльна характеристика рiзниць аномалiй сили тяжiння для рiзних порядкiв

Ступiнь Крок грiду Кiлькiсть точок
Кiлькiсть ∆g(DTU10) – ∆g(модельне), мГал

M
коефiцiєнтiв min Max mean SD

180 30′×30′ 259 200 32 761 –191 292 –0,001 13,21 0,00014
360 30′×30′ 259 200 130 321 –84 83 –0,001 5,36 0,000076
720 9′×9′ 2 880 000 519 841 –187 298 –0,017 7,52 0,00026

Аналогiчнi обчислення проведенi для 360 та 720 ступенiв. У табл. 1 подано детальнiшу iнформацiю
щодо отриманих рiзниць аномалiй сили тяжiння за побудованими моделями та первинними аномалiями
DTU10.

На рис. 4 та рис. 5 показано ступеневi амплiтуди отриманих моделей та EGM 2008 для внеску у
висоти геоїда. На рис. 6, 7 показано порiвняння отриманих коефiцiєнтiв та їх апостерiорної оцiнки
точностi.

4.ВИСНОВКИ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ

На основi даних аномалiй сили тяжiння було побудовано три моделi гравiтацiйного поля Землi
180, 360 та 720 ступенiв. Аналiзуючи рис. 5 та 7 можемо бачити, що рiзницi (для рис. 5) та оцiнка
точностi (для рис. 7) починають перевищувати значення самих коефiцiєнтiв близько 550 ступеня. З цього
можна сказати, що даний набiр аномалiй сили тяжiння може бути використаний для побудови моделi
550 ступеня. Також це пiдтверджується порiвнянням стандартних вiдхилень моделей 180, 360 та 720
ступенiв (табл. 1). Як видно з таблицi, стандартне вiдхилення для 180 ступеня становить 13,21 мГал, далi
для 360 ступеня воно покращується до 5,36 мГал i для моделi 720 ступеня погiршується до 7,52 мГал,
що пiдтверджує те, що коефiцiєнти моделi, вищi за 550 ступiнь, вже недоцiльно визначати з такого
набору аномалiй сили тяжiння. Також варто зазначити, що певною ознакою даного методу є визначення
гармонiчних коефiцiєнтiв перших ступенiв. Це добре видно на рис. 2, 4 та 5, крива акумульованих
рiзниць рiзко зростає на перших ступенях. Це може бути пов’язано з тим, що в методi використовується
недiагональна матриця нормальних рiвнянь, в той час як для побудови моделей гравiтацiйного поля
Землi, зазвичай, використовується метод Гауса, в якому матриця нормальних рiвнянь зводиться до
дiагональної.
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Апробация метода построения модели глобального гравитационного поля с недиагональной
матрицей нормальных уравнений на основе аномалий силы тяжести DTU10

Марченкo А.Н., Лукьянченко Ю.А.
Национальный университет «Львовская политехника», 79013, г.Львов, ул. С. Бандеры, 12

В работе рассмотрен подход по моделированию глобального гравитационного поля с использованием недиагональной
матрицы нормальных уравнений. Использованы ортогональные свойства, которые возникают вследствие равномер-
ного расположения данных на сферической поверхности. Рассмотрены два случая расположения данных: в вершинах
трапеций и для центральных значений трапеций, а также соответствующие ортогональные свойства этим случаям.
Применен метод разделения матрицы нормальных уравнений на несколько меньших линейно независимых матриц.
В результате были определены отдельные группы гармонических коэффициентов четных и нечетных порядков и
степеней. Это позволило распараллелить процесс вычислений и значительно сократило время выполнения данной
работы. Такой подход может быть рекомендован для ученых, занимающихся моделированием гравитационного поля
и не имеющих доступа к мощным вычислительным кластером, или при построении моделей сверхвысоких степе-
ней. Такой подход к определению гармонических коэффициентов значительно расширяет сферу ученых, которые
могли бы заниматься данным вопросом. Построено три модели глобального гравитационного поля Земли 180, 360
и 720 степеней с использованием регулярных сеток 30′×30′, 30′×30′ и 9′×9′ соответственно. Полученные модели
сравнивались с моделью EGM2008 в рамках спектральных амплитуд, которые были построены для каждой степени
модели гравитационного поля Земли и представлены для сигнала модели, разницы двух сигналов сравниваемых
моделей и накопления таких разниц. На основе полученных гармонических коэффициентов воспроизведены анома-
лии силы тяжести и сравнены с первичными наборами. Вычислено стандартные отклонения разниц первичных и
вычисленных аномалий, которые составили 13,21 мГал, 5,36 мГал и 7,52 мГал для моделей 180, 360 и 720 степеней
соответственно. Вычислена единица веса средней квадратичной погрешности и ковариационная матрица, на осно-
ве которых выполнена апостериорная оценка точности полученных моделей. Показано, что по данным аномалий
DTU10 можно построить модель глобального гравитационного поля Земли до 550 степени/порядка.

Ключевые слова: моделирование глобального гравитационного поля; аномалии силы тяжести; метод наименьших
квадратов.

Approbation of the global gravity field model constructing method with a non-diagonal
normal equations matrix based on the DTU10 gravity anomalies

Marchenko A.N., Lukianchenko Yu.O.
Lviv Polytechnic National University, 79013, Lviv, S. Bandery street 12

In this paper we considered approach for the modeling of a global gravitational field using a non-diagonal normal
equations matrix. Orthogonal properties are used that are caused due to the uniform location of data on a spherical
surface. Two cases of data placement, at the peaks of trapezium and for the central values of the trapezium, and the
corresponding orthogonal properties of these cases are considered. The method of dividing the matrix of normal equations
into several smaller linearly independent matrices is applied. As a result, certain groups of harmonic coefficients of even
and odd orders and degrees were determined. This made it possible to parallelize the calculation process, which greatly
reduced the time of execution of this work. This approach can be recommended for scientists involved in gravitational
field modeling and have no access to powerful computing clusters, or for constructing of ultrahigh-level models. Such
an approach to the definition of harmonic coefficients significantly expands the scope of scientists who could deal with
these issues. Three models of the global gravitational field of the Earth 180, 360 and 720 degrees were constructed using
the regular grids of 30′×30′, 30′×30′ and 9′×9′ respectively. The obtained models were compared with the model
EGM2008 within the spectral amplitudes, which were constructed for each degree of the model of the gravitational field
of the Earth and presented for the signal model, the differences between the two signals of the comparable models and
the accumulation of such differences. Based on the obtained harmonic coefficients, gravity anomalies were reproduced
and compared with the original sets. The standard deviations of the differences between the primary and the calculated
anomalies were calculated with next standard deviations 13.21 mGal, 5.36 mGal and 7.52 mGal for models 180, 360 and
720 degrees, respectively. The unit of weight of the mean square error and the covariance matrix were calculated, after
this a posteriori estimation of the accuracy of the obtained models was performed. It is shown that according to the
anomalies DTU10 it is possible to construct a global gravity field model of the Earth up to 550 degree/order.

Keywords: global gravitational field modeling; gravity anomalies; least squares.
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