
ISSN 2411–6602 (Online)
ISSN 1607–2855 (Print)

Том 13 • № 1 • 2017 С. 22 – 27
Методична стаття

УДК 523.68; 520.373; 521.95; 521.96

Застосування статистичних методiв при обробцi
телевiзiйних спостережень метеорiв
П.М.Козак

Астрономiчна обсерваторiя Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, 04053, м. Київ, вул.
Обсерваторна, 3

Приведено iдею та приклади реалiзацiї застосування статистичного пiдходу для обчислення кiнематичних
параметрiв метеора при базисних телевiзiйних спостереженнях. Даний пiдхiд включає генерацiю випадкових
чисел у вiдповiдностi до статистичних розподiлiв вимiряних екваторiальних координат метеора та дозволяє
побудувати вiдповiднi розподiли для всiх шуканих кiнематичних параметрiв космiчної частинки. Отриманi
статистичнi розподiли кiнематичних характеристик метеора можуть бути використанi не лише для вста-
новлення похибок обчислюваних параметрiв, але i уточнення їх середнiх значень.
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1.ВСТУП
Опрацювання двох зображень одного i того ж метеора, отриманого одночасно двома камерами, дає

змогу отримати його повнi кiнематичнi характеристики. Процедура кiнематичної обробки метеорних
зображень, яку ми розглядаємо в данiй роботi, складається з двох основних етапiв. Перший етап — це
астрометрична обробка кадрiв, результатами якої є отримання ряду екваторiальних координат (прямого
сходження та схилення) голови метеора для кожного кадру з вiдомим моментом часу [3]. Другий етап
— обчислення параметрiв траєкторiї метеора в атмосферi Землi, включаючи його швидкiсть i координати
радiанту, та насамкiнець елементiв гелiоцентричної орбiти метеороїда [4]. Початковими параметрами для
другого етапу є отриманi в результатi астрометричної обробки екваторiальнi координати голови метеора
та вiдповiднi їм моменти часу, включаючи додатковi параметри, такi як дата спостереження, геодезичнi
координати спостережних станцiй та ряд вiдомих констант.

Проблемою такого класичного пiдходу є невизначенiсть довiрчих iнтервалiв, що характеризували б
точнiсть параметрiв, обчислених таким чином. Найбiльш поширеним пiдходом були теоретичнi оцiнки
похибок деяких кiнематичних параметрiв, наприклад висот, швидкостей та екваторiальних координат
радiанту, що брали за основу оптичнi та геометричнi характеристики спостережної апаратури [6]. Однак
такi оцiнки давали деякi середнi значення похибок для вибраних параметрiв, в той час як похибки
обчислення параметрiв кожного iндивiдуального метеора залишалися невiдомими. Серед причин, якi
впливають на похибки кiнематичних параметрiв метеора, можна умовно видiлити три основних. Перша
причина — характеристики спостережної апаратури, такi як роздiльна здатнiсть (розмiр пiкселя); рiвень
геометричних дисторсiй, що є найбiльшим для телевiзiйних трубок з переносом електронного зображе-
ння; рiвень шумiв (флуктуацiй) зображення, що заважають визначати положення голови метеора та iн.
Друга причина — коректнiсть та точнiсть вибраного методу для обчислення кiнематичних параметрiв
метеора (в нашому випадку ми використовуємо оригiнальний метод, описаний в [4]). I насамкiнець,
найважливiша причина виникнення похибок в самому метеорi, в основному, в його траєкторiї. Очеви-
дно, похибка визначення координат радiанта буде необмежено збiльшуватись, коли метеор рухається
в напрямку на одну з камер. Великi похибки в радiантi автоматично призводять до похибок у визна-
ченнi модуля швидкостi метеора. Крiм того, похибка визначення модуля швидкостi пропорцiйна самому
значенню швидкостi метеора.

Iснує i ряд iнших причин, якi вказують на те, що неможливо обрахувати похибки визначення кiне-
матичних параметрiв iндивiдуального метеора класичними методами. Однак використання регресiйного
аналiзу, що базується не методi найменших квадратiв, пiдказує iдею для реалiзацiї задачi строгого об-
числення похибок кiнематичних параметрiв кожного метеора. Для пояснення розглянемо початкову фазу
обчислень кiнематичних параметрiв метеора, а саме астрометричнi редукцiї.

2.АСТРОМЕТРIЯ: ТОЧНIСТЬ ОБЧИСЛЕННЯ ЕКВАТОРIАЛЬНИХ КООРДИНАТ МЕТЕОРА
При обчисленнi екваторiальних координат метеора (αMi; δMi) в деякому i-му кадрi використовуються,

як правило, опорнi зiрки. Класична астрометрична редукцiя починається з переведення екваторiальних
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координат N∗ опорних зiр (α∗l ; δ∗l), l = 1,N∗ в iдеальну систему координат (ξ∗l; η∗l) з використанням
наближених значень екваторiальних координат оптичного центру кадру (αOC ; δOC) за класичними фор-
мулами [5]. В загальному випадку маємо ξ= ξ(α, δ,αOC , δOC), η= η(α, δ,αOC , δOC), де функцiї ξ i η мають
вигляд

ξ=
1

ZD
cos δ sin(α−αOC), (1)

η=
1

ZD

(

sin δ cos δOC −cos δ sin δOC cos(α−αOC)
)

, (2)

де ZD = sin δ sin δOC +cos δ cos δOC cos(α−αOC). На практицi через короткий час iснування метеора ко-
ординати опорних зiрок визначаються для одного кадру, усередненого по кiлькох десятках кадрiв, де
присутнє зображення метеора [7–8], тому iндекс l не входить в позначення iдеальних та екваторiальних
координат зiр в формулах (1)–(2).

Для зв’язку отриманих з формул (1)–(2) iдеальних координат зiр (ξ∗l; η∗l) та їх координат, вимiря-
них в кадрi (x∗l; y∗l), вибирається деяка редукцiйна модель [1]. Це, як правило, полiномiальна модель
1-го, 2-го або 3-го порядку, або редукцiйна модель Дейча при довiльно обраному оптичному центрi [2].
Внаслiдок розв’язку системи рiвнянь отримуємо значення коефiцiєнтiв редукцiйної моделi, i далi, пiд-
ставляючи в рiвняння значення вимiряних координат голови метеора, отримуємо середнi значення його
iдеальних координат та їх стандартнi вiдхилення σ (або дисперсiї σ2) в i-му кадрi: (ξMi;σξMi), (ηMi;σηMi).

Для отримання вiдповiдних значень екваторiальних координат голови метеора скористаємося роз-
кладом вiдповiдних функцiй в ряд Тейлора, де обмежимося першим наближенням. Для цього вико-
ристаємо формули для зворотного зв’язку мiж iдеальними i екваторiальними координатами з (1)–(2)
α=α(ξ, η,αOC , δOC), δ= δ(ξ, η,αOC , δOC), якi в явному виглядi записуються наступним чином:

α=αOC +arctan(Z0), (3)

δ=arctan





Z1
√

1+Z2
0



 , (4)

де

Z0 =
ξ

cos δOC −η sin δOC
, Z1 =

sin δOC +η cos δOC

cos δOC −η sin δOC
.

Вiдтак з (3)–(4) отримаємо для середнiх значень екваторiальних координат метеора
αMi =α(ξMi, ηMi,αOC , δOC), δMi = δ(ξMi, ηMi,αOC , δOC), та для їх дисперсiй:

σ2
αMi =

(

∂α

∂ξ

)2

ξ=ξMi

σ2
ξMi +

(

∂α

∂η

)2

η=ηMi

σ2
ηMi, (5)

σ2
δMi =

(

∂δ

∂ξ

)2

ξ=ξMi

σ2
ξMi +

(

∂δ

∂η

)2

η=ηMi

σ2
ηMi. (6)

При необхiдностi, для пiдвищення точностi кiлькiсть членiв в рядi Тейлора на даному етапi можна
збiльшити, хоча це суттєво ускладнить формули (5)–(6).

3.ОБЧИСЛЕННЯ ПОХИБОК КIНЕМАТИЧНИХ ПАРАМЕТРIВ
IНДИВIДУАЛЬНОГО МЕТЕОРА

Тепер, коли нам вiдомi середнi значення та похибки вхiдних параметрiв, є можливiсть спробувати
обчислити похибки усiх iнших параметрiв траєкторiї та орбiти метеора, що є функцiями вiд вхiдних.

Найбiльш очевидним пiдходом, яким можна тепер скористатися, є метод подальшого переносу по-
хибок через ряд Тейлора, аналогiчно до попереднього переходу мiж iдеальними та екваторiальними
координатами. Однак багаторазовий перенос похибок у вiдповiдностi до формул першого наближення,
аналогiчних до (5)–(6), призведе до накопичення похибок, а вiдтак до втрати точностi та невизначеностi
у вiдповiдних довiрчих iнтервалах. Збiльшення кiлькостi членiв у рядi Тейлора призведе до практичної
непридатностi функцiональних залежностей для обчислення дисперсiй через їх громiздкiсть.

3.1. Iдея застосування методу Монте-Карло

Iдея, яка дозволить обiйти згаданi проблеми, полягає в тому, що якби нам були вiдомi типи стати-
стичних розподiлiв випадкових величин αM i δM, i вони були б такими, що для їх адекватного опису
достатньо лише двох статистичних моментiв, якi ми отримуємо з астрометричних редукцiй, а саме: сере-
днього значення i дисперсiї p(αM,σα) i p(δM,σδ), то ми могли б скористатися методом Монте-Карло для
генерацiї випадкових значень (αMik; δMik) з цих розподiлiв i подальшою пiдстановкою їх на кожному k-му
кроцi генерацiї у функцiональнi залежностi для визначення шуканих кiнематичних параметрiв метеора.

На практицi це має виглядати наступним чином. Пiсля астрометричної обробки всiх NA кадрiв з
метеором, отриманим за допомогою камери A, ми маємо ряд даних (αAi;σαAi), (δAi;σδAi), tAi, де t — час
реєстрацiї метеора в i-му кадрi камери A, i=1,NA (усi данi тепер вiдносяться до метеора, тому iндекс M
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в подальших формулах опускаємо). Аналогiчнi ряди отримуємо для камери B: (αBj;σαBj), (δBj;σδBj), tBi,
j = 1,NB. Теоретично моменти часу tAi, tBj, геодезичнi координати пунктiв спостереження та iншi кон-
станти теж є випадковими величинами i мають свої статистичнi розподiли. Однак практика показує, що
саме похибка визначення екваторiальних координат є визначальною, усi iншi величини можна вважати
детермiнованими. Будемо вважати, що нам вiдомий тип статистичних нормалiзованих до iнтервалу (0; 1)
розподiлiв pN екваторiальних координат голови метеора для кожної камери: pαNA, pδNA та pαNB, pδNB. В
загальному випадку тип розподiлу залежить вiд ряду характеристик, в першу чергу характеристик ка-
мери, тому ми вважаємо, що розподiли рiзнi для камер A i B. Будемо генерувати на кожному k-му
кроцi випадковi величини (αAk; δAk) i (αBk; δBk) у вiдповiдностi до їх статистичних розподiлiв густини
iмовiрностi для кожного положення голови метеора i=1,NA в послiдовностi кадрiв камери A та j =1,NB

для камери B. Трансформуючи випадковi значення з нормалiзованих розподiлiв до iндивiдуальних роз-
подiлiв (α;σα), (δ;σδ) кожної точки голови метеора через αk =αNkσαk+αk, δk = δNkσδk+δk у формули для
подальшого обчислення кiнематичних параметрiв метеора, отримаємо вiдповiднi випадковi значення для
всiх шуканих величин, таких як висота метеора Hk, швидкiсть vk, зенiтний кут радiанта ZRk, елементи
гелiоцентричної орбiти та iн. Пiсля достатньо великої кiлькостi крокiв генерацiї NG для кожної шуканої
кiнематичної величини V буде побудований свiй статистичний розподiл густини ймовiрностi pV , з якого
можна знайти σV . Бiльше того, коли ми маємо повнi розподiли випадкових величин, то саме з них i
варто брати значення, якi можна далi вважати фiзичними характеристиками метеора та подавати в та-
бличному виглядi в каталозi. За таку величину, як правило, можна вибрати середнє значення розподiлу

V =
∫ +∞

−∞

pV (V )V dV , модальне VMod =V (pmax) або медiанне Vmed значення, яке можна знайти з умови
∫ VMed

−∞

pV (V ) dV =
1

2
. На практицi середнє значення та дисперсiя шуканого параметра знаходяться за фор-

мулами V =
1

NG

NG
∑

k=1

Vk, σ2
V =

1

NG

NG
∑

k=1

(Vk−V )2, а VMod та VMed можна знайти з гiстограми розподiлу pV (V ) з

точнiстю до кроку гiстограми. Очевидно, що для симетричних розподiлiв всi цi три значення однаковi.
Проведемо дослiдження типiв розподiлiв pαN та pδN .
3.2.Встановлення типiв розподiлiв початкових координат

Для того, щоб визначити типи розподiлiв вхiдних координат скористаємося тестом по зорях, вва-
жаючи тестову зорю невiдомим об’єктом та проводячи для неї усi тi ж астрометричнi вимiри, що i
для метеора. Провiвши такi вимiри для близько тисячi тестових об’єктiв та порiвнюючи їх обчисле-
нi координати з каталожними (точнiсть каталожних координат зiр на порядки вища нашої точностi
для ширококутних об’єктивiв, тому каталожнi координати можна вважати iстинними) можна побудува-
ти для кожної координати вiдповiдний нормалiзований розподiл. Єдиним питанням залишається вибiр
вхiдних (для початку обчислення кiнематичних параметрiв) координат. Це можуть бути iдеальнi пря-
мокутнi координати та їх похибки, отриманi безпосередньо з редукцiйної моделi за формулами (1)–(2),
але тодi координати оптичного центру також мають фiгурувати в ланцюжковi обчислень для переводу
випадкових iдеальних координат в екваторiальнi. Iнший варiант — використовувати як початковi еквато-
рiальнi координати, отриманi за формулами (3)–(4), та наближенi значення їх похибок, розрахованих за
формулами (5)–(6), якi безпосередньо пiсля астрометричних обчислень записуються в зовнiшнiй файл,
координати оптичного центру пiсля цього «забуваються» i бiльше не використовуються.

Пiсля проведення тесту за зорями було початково обчислено iмовiрностi знаходження iстинних (ка-
таложних) значень в межах 1σ, 2σ та 3σ для вiдповiдних отриманих рядiв даних без побудови самих
розподiлiв та порiвняно їх з вiдповiдними значеннями для гаусового розподiлу. Отриманi данi розподiлiв
для прямокутних iдеальних координат та прямого сходження i схилення приведенi в табл. 1.

Таблиця 1. Iмовiрнiсть знаходження шуканого параметра в певних межах їх статистичних розподiлiв

Змiнна P(−1σ6X 6 1σ) P(−2σ6X 6 2σ) P(−3σ6X 6 3σ)
гаусiана 0,683 0,955 0,997
X ≡ ξ 0,743 0,906 0,950
X ≡ η 0,726 0,897 0,948
X ≡α 0,743 0,904 0,950
X ≡ δ 0,726 0,898 0,948

Як видно з табл. 1, отриманi типи розподiлiв практично iдентичнi для iдеальних та екваторiальних
координат, однак дещо вiдрiзняються вiд гаусових. Внутрiшня частина розподiлу в межах одного стан-
дартного вiдхилення має дещо гострiший вигляд — 72−74% проти 68% гаусiани. Зовнiшня частина за
межами 3 стандартних вiдхилень також вiдрiзняється суттєво: якщо для нормального розподiлу вона
майже нульова, то тут вона складає порядку 5%. Очевидно, для строгих розрахункiв слiд будувати
повний розподiл та з нього генерувати випадковi значення координат. Однак для оцiночних розрахункiв
можна наближено прийняти вхiднi розподiли нормальними (скористаємось ними надалi).
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4.ПРИКЛАД ОБЧИСЛЕННЯ КIНЕМАТИЧНИХ ПАРАМЕТРIВ МЕТЕОРА ТА ЇХ ПОХИБОК
ЯК ПАРАМЕТРIВ ВIДПОВIДНИХ СТАТИСТИЧНИХ РОЗПОДIЛIВ

Застосування методу Монте-Карло для отримання кiнематичних параметрiв метеора вiдкриває новi
можливостi для покращення точностi розрахункiв. Отриманi статистичнi розподiли густини iмовiрностi
обчислюваних фiзичних величин можна використовувати не лише для визначення середньоквадратичних
вiдхилень, тобто похибок, а i для уточнення фiзичних параметрiв. Як показує практика, такi характери-
стики розподiлiв, як середнє, модальне чи медiанне значення, якi, як правило, i слiд використовувати у
якостi шуканих параметрiв, не завжди збiгаються iз значеннями, отриманими без застосування методу
статистичних випробовувань, тобто при вхiдних параметрах (αk; δk). На рис. 1 приведенi розрахованi
розподiли деяких параметрiв метеора з потоку Леонiд 2002 року.

На рис. 1 приведенi розподiли густини ймовiрностi вiдповiдно для висоти появи метеороїда та його
геоцентричної швидкостi.

Висота появи метеороїда (рис. 1,a) розрахована без застосування статистичного пiдходу Hb0 =117,55,
а параметри розподiлу (середнє значення i стандартне вiдхилення) Hb ∝ (117,54; 0,18). Для геоцентричної
швидкостi (рис. 1,b) вiдповiдно швидкостi: vg0 =71,05, vg ∝ (71,04; 0,65). Розподiли для деяких параметрiв
орбiти приведенi на рис. 2.

Оскiльки Леонiди — швидкiсний потiк зi значенням швидкостi, близьким до параболiчної, то для
того, щоб уникнути розриву у розподiлi по великiй пiвосi, обумовленого можливими похибками з
вiд’ємними значеннями (гiпербола), генерується розподiл значень для оберненої величини 1/a — рис. 2,a.
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Рис. 1. Статистичнi розподiли густини ймовiрностi для обчислених висоти появи метеороїда по одному з пунктiв
спостереження (a) та його геоцентричної швидкостi (b). Висота в км, швидкiсть в км/с.
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Рис. 2. Статистичнi розподiли густини ймовiрностi деяких елементiв орбiти: a — оберненого значення великої
пiвосi a; b — ексцентриситету e; c — нахилу орбiти i; d — аргументу перигелiю ω. Велика пiввiсь виражена в а.о.,
нахил та аргумент перигелiю — в градусах.
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На рис. 2,b–d приведенi розподiли для ексцентриситету, нахилу орбiти та аргументу перигелiю. Па-
раметри розподiлiв: 1/a∝ (0,07; 0,06), що вiдповiдає a = 12,88 порiвняно з a0 = 14,32; e ∝ (0,93; 0,06);
i ∝ (163,04; 0,31); ω∝ (173,60; 0,20). Довгота висхiдного вузла Ω практично збiгається з еклiптичною
довготою Землi i визначається з точнiстю до 6-го знаку (коли Ω — в градусах).

Як видно з наведених даних, для вказаного метеора бiльшiсть параметрiв, обчислених без статисти-
чного пiдходу, не сильно вiдрiзняються вiд середнiх значень розподiлiв, крiм значення великої пiвосi.
Однак така картина спостерiгається не завжди. Якщо кут мiж вектором швидкостi метеора i оптичною
вiссю спостережної камери малий, ряд розподiлiв демонструють значну асиметрiю, змiщуючи при цьому
i своє середнє значення. Для усiх розподiлiв для даного метеора iмовiрнiсть знаходження параметра в
межах ±3σ складає 0,998, тобто отриманi розподiли нормальнi.

5.ВИСНОВКИ

Запропонований статистичний пiдхiд з використанням методу Монте-Карло дозволяє не лише надiй-
но обчислити похибки вимiрiв кiнематичних параметрiв метеора, але i уточнити їх середнi значення.
Описаний метод є особливо важливим при обчисленнi характеристик метеорiв з критичними величи-
нами, як то для надiйного визначення модуля швидкостi для бiля-гiперболiчних метеорiв з метою їх
iдентифiкацiї та належностi до Сонячної системи; для точного визначення висоти появи метеора, що
особливо актуально у свiтлi недавно отриманої iнформацiї про надвеликi висоти появи метеорiв та роз-
робки вiдповiдних фiзичних моделей; вiднесення метеорiв до того чи iншого метеорного потоку та iн.
Даний метод є ефективним та може бути використаний для будь-якого типу спостережної апаратури.
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Применение статистических методов при обработке телевизионных наблюдений метеоров
Козак П.Н.

Астрономическая обсерватория Киевского национального университета имени Тараса Шевченко,
04053, г. Киев, ул. Обсерваторная, 3

Приведена идея и примеры реализации статистического подхода для вычисления кинематических параметров метео-
ра при базисных телевизионных наблюдениях. Данный подход включает генерацию случайных чисел в соответствии
со статистическими распределениями измеренных экваториальных координат метеора и позволяет построить соо-
тветствующие распределения для всех искомых кинематических параметров космической частицы. Полученные
статистические распределения кинематических характеристик метеора могут быть использованы не только для
определения погрешностей вычисляемых параметров, но и для уточнения их средних значений.

Ключевые слова: метеоры; кинематика метеоров; телевизионные наблюдения метеоров; статистическая обработка
данных.

Application of statistical methods for processing of meteor TV observations
Kozak P.M.

Astronomical Observatory of Taras Shevchenko National University of Kyiv, Observatorna str. 3, 04053 Kyiv, Ukraine

Processing of two images of the same meteor registered simultaneously with the help of two cameras allows to calculate
its complete kinematical characteristics, including trajectory parameters and orbital elements. This procedure generally
consists of two stages: astrometric processing, where the calculated parameters are right ascensions and declinations
of a range of meteor head points, and the trajectory and orbital elements themselves computation, which use the right
ascensions and declinations as input parameters. The problem of this classic approach is unknown errors of calculated
parameters. If we use the regression analysis for astrometric processing we calculate both the equatorial coordinates
themselves of a meteor, and their standard deviations. As reduction models we usually use polynomial ones (linear,
square, limited or entire cubic), or a method of arbitrary chosen optical center. Independently of the reduction model
to be used we finally get a range of pairs (the value and standard deviation) for right ascensions and declinations
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of a meteor. If we suppose that the statistical distributions of calculation errors for right ascensions and declinations
are completely described by two parameters — mean value and standard deviation — and determine the view of this
distribution we will be able to use the Monte-Carlo method to generate random values of equatorial coordinated of the
meteor head points on each step, and put them consecutively into all formulas for trajectory parameters and orbital
elements calculation. Finally, we will get statistical distribution for each calculated parameter completely describing it
as a random value. For publishing results one can present the standard deviations of each distribution as an error of
calculated parameters, and average value of the distribution (or modal, median) as the mean value of them. The idea and
examples of realization of the statistical approach for calculating kinematic parameters of a meteor from double station
TV observations are proposed. The given approach includes the generation of random numbers in accordance with the
statistical distributions of measured equatorial coordinates of the meteor, and allows to plot according distributions for
all calculated kinematic parameters of the space particle. Obtained statistical distributions of kinematic characteristics of
a meteor may be used not only for determination of errors of calculated parameters, but also for precising their average
values.

Keywords: meteors; meteor kinematics; meteor TV observations; statistical data processing.
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