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Особливостi визначення параметрiв динамiчних
фiгур i гравiтацiйних полiв супутникiв планет
С.О.Ясенев

Нацiональний авiацiйний унiверситет, м. Київ

На сьогоднiшнiй день актуальною стає проблема визначення динамiчних фiгур супутникiв планет. Мета даної
статтi полягає у аналiзi фiзичних властивостей супутникiв, якi ми вiдносимо до планетоїдiв. Проводиться
аналiз супутникiв планет як самогравiтуючих утворень i визначаються параметри їх динамiчних фiгур.

ОСОБЕННОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКИХ ФИГУР И ГРАВИТАЦИОННЫХ ПОЛЕЙ
СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ, Ясенев С.О. — На сегодняшний день актуальной становится проблема определения
динамических фигур спутников планет. Цель данной статьи состоит в анализе физических свойств спутни-
ков, которые мы относим к планетоидам. Проводится анализ спутников планет как самогравитирующих
образований и определяются параметры их динамических фигур.

FEATURES OF DETERMINING THE PARAMETERS OF DYNAMIC SHAPES AND GRAVITATIONAL FIELDS OF
PLANETARY SATELLITES, by Yasenev S.O. — The problem of determining the dynamic shapes of planetary satellites
becomes important today. The goal of this paper is to analyze the physical properties of satellites which are referred
to planetoids. An analysis of planetary satellites as self-gravitating structures is performed, and parameters of their
dynamic shapes are determined.
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1.ВСТУП

Науковий iнтерес до будови надр i фiгур небесних тiл, зокрема до великих супутникiв планет, збiль-
шується з кожним днем. I цьому сприяє не тiльки академiчний iнтерес, а й технiчнi досягнення, наземнi
i космiчнi спостереження. Це дає точнi данi про фiзичнi i динамiчнi характеристики супутникiв, але,
в свою чергу для, їх перевiрки вимагає побудови математичних моделей, уточнень внутрiшньої будови,
орбiтальної лiбрацiї, рухiв перицентра, фiзичної лiбрацiї. Пошук рiзних форм рiшень при рiзних припу-
щеннях про масу та її розподiл триває в небеснiй механiцi постiйно. Iснують рiзнi пiдходи, наприклад:
вивчення фiгур рiвноваги за даними про гравiтацiйне поле, фiгури рiвноваги з внутрiшнiми течiями,
фiгури рiвноваги з внутрiшнiми джерелами енергiї (Чандрасекхар), фiгури, якi повiльно обертаються за
даними про розподiл мас (Ляпунов) та iншi.

Вивчення внутрiшньої будови, фiгури, гравiтацiйного поля небесних тiл має практичне значення для
небесної механiки та астрономiчної геодезiї, побудови аналiтичних моделей внутрiшньої будови супутни-
кiв планет, оптимiзацiї динамiки космiчних апаратiв, визначення локальних та глобальних гравiтацiйних
аномалiй.

Нас цiкавить динамiчна фiгура супутникiв планет, якi ми можемо назвати планетоїдами, тобто са-
могравiтуючими утвореннями, якi за рахунок власної маси, її розподiлу, гравiтацiйнiй силi тримають
свою форму i прагнуть наблизити її до рiвноважної. Все це вимагає найґрунтовнiшого вивчення їх
небесно-механiчних характеристик.

При визначеннi потенцiалу виникають двi основнi задачi — пряма i обернена, як i в звичайнiй
геодезичнiй практицi. При цьому аналiтичний опис прямої задачi потенцiалу є рiшенням першої задачi,
вирiшення оберненої задачi полягає у встановленнi поверхнi небесного тiла, яка б могла виразити його
потенцiал i дозволяла б представити його простiше, нiж в ряд по сферичним функцiям. Мета статтi
полягає у визначеннi основних параметрiв динамiчних фiгур супутникiв планет спрощеними методами.

Вже давно вiдомим є той факт, що вiдхилення зовнiшнього гравiтацiйного поля вiд сферично-симе-
тричного визначається за полярним стисненням f =(a−c)/c, де a — найбiльша вiсь, c — найменша. Це
вiдхилення дає поняття про рiзницю моментiв iнерцiї вiдносно головних осей небесного тiла i про вiд-
хилення його внутрiшньої будови вiд стану гiдростатичної рiвноваги. Вiдхилення стану небесних тiл вiд
стану гiдростатичної рiвноваги показує, що на них дiють сили гiдростатичної напруги. Для уявних тiл,
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якi перебувають у станi гiдростатичної рiвноваги, вже знайденi рiшення для математичного виведення
внутрiшнього i зовнiшнього гравiтацiйного потенцiалу [1].

Для тих же тiл, що не перебувають в станi гiдростатичної рiвноваги (зокрема, супутники планет),
є потреба застосовувати бiльш складнi алгоритми: розклад у ряд за сферичними функцiями, розклад у
ряд по гармонiкам стисненого елiпсоїда обертання, рядами за функцiями Ламе, потенцiалом простого
шару, використанням сталих центрiв, полiномами Чебишова–Лагера, локальнi апроксимацiї за методом
скiнчених елементiв, рiзними комбiнованими способами [2].

2.АНАЛIЗ ДОСЛIДЖЕНЬ I ПУБЛIКАЦIЙ

Велика кiлькiсть супутникiв планет має значне стиснення внаслiдок гравiтацiйної взаємодiї з своїми
планетами, тобто їх гравiтацiйний потенцiал краще описати елiпсоїдом. Проте на сьогоднiшнiй день
iснує ряд проблем створення та функцiонування математичних моделей динамiчних фiгур i гравiтацiйних
полiв [3, 9].

При моделюваннi гравiтацiйного поля застосовують рiзнi методи, такi як: розклад у ряд Лапласа,
розклад по функцiям Ламе, метод точкових мас, застосовують еквiгравiтуючi фiгури та iншi методи
[4–6].

Щодо теорiї фiгур, то в цьому напрямку найважливiшими є методи, запропонованi П.Лапласом,
Ж.Лагранжем, К.Маклореном, К.Якобi, П.Пiцеттi, А.Клеро, А.Лежандром, К. Гаусом, А.Ляпуновим,
А.Пуанкаре, М.Субботiним, Д.Дарвiном, Д.Джiнсом, Ж.Лiувiллем та iн. З цих питань також є пра-
цi таких вчених, як К.Холшевнiков, А.Орлов, В.Пантелєєв, В.Антонов, О.Железняк, Б. Кондратьєв,
Н. Грушинський, А. Коноплiв, Ю.Баркiн, О.Кусков, H. Jeffreys, C.Murray, S.Dermott, J. Anderson,
R. Jacobson та iн.

Пiд формою зазвичай розумiють одну з рiвневих поверхонь сили тяжiння, а тiло, обмежене да-
ною рiвневою поверхнею сили тяжiння, називають планетоїдом. Проте всi супутники мають значний
вплив вiд своїх планет, яким нехтувати не можна. Найбiльш ефективнi моделi розподiлу густини:
сферично-симетрична, елiпсоїдальна, моделi Лежандра–Лапласа, Дарвiна, Ендема, Роша.

3.ОСНОВНА ЧАСТИНА

Нехай параметри супутникiв планет вище критичних, як для самогравiтуючих утворень [7, 10] i так
як супутники планет обертаються навколо своїх осей, то їх форма не буде точною сферою, а матиме
деяке полярне стиснення, тобто екваторiальний радiус Rекв буде бiльше вiд полярного Rпол.

Вважаємо, що супутник являє собою несферичне тверде тiло, що рухається навколо планети. Плане-
ту уявляємо гравiтуючою точкою. Форма супутника описується тривiсним елiпсоїдом iнерцiї з головними
пiвосями a > b > c i головними центральними моментами iнерцiї A< B <C. Обмеженнями величини гу-

стини при побудовi моделей є: нижня межа
∂ρ

∂r
> 0, верхня межа

∂2ρ

∂r2 < 0, де ρ i r — густина i радiус
супутника вiдповiдно.

Важливою характеристикою побудови моделей внутрiшньої будови небесних тiл є безрозмiрний се-

реднiй момент iнерцiї
I

MR2 , де I =
A+B+C

3
; A,B,C — моменти iнерцiї вiдносно головних осей iнерцiї;

M — маса самогравiтуючого утворення, R — середнiй радiус. Поставленi умови для функцiй розподiлу

густини виконуються, якщо
I

MR2 6 0,4.

У стiйкої фiгури небесного тiла є властивiсть бути перпендикулярною до векторної суми гравiта-

цiйного i вiдцентрового прискорень. Вiдношення цих величин:
ω2R

g
=

ω2R3

mG
, де ω — кутова швидкiсть

обертання, i є основним параметром, вiд якого залежить фiгура обертання супутника.
Ексцентриситет супутника є наближеним значенням вiдношення вiдцентрового i гравiтацiйного при-

скорень: Rекв−RполRекв ≈
ω2R3

mG
.

Ми можемо спростити це, щоб не представляти розклад потенцiалу в ряд за сферичними функцiями.
Для цього необхiдно сумiстити початок вiдлiку з центром мас небесного тiла, а координатнi вiсi з
головними осями iнерцiї. Таким чином гармонiчнi коефiцiєнти першого порядку i три з п’яти другого
порядку прирiвнюються до нуля: C10 =C11 =C21 =S21 =S22 =0.

Далi, у випадку, якщо б супутники планет були б сфероїдами, то можна застосувати коефiцiєн-

ти Стокса C00,C20,C22 i визначити з них головнi моменти iнерцiї. Так як: C00 =
B+A−2C

2
— полярний

ексцентриситет, C22 =
B−A

4
— екваторiальний ексцентриситет, A,B,C — головнi моменти iнерцiї.

Iнтерпретацiя головних моментiв iнерцiї i iнтегрального безрозмiрного моменту визначає сьогоднiшнi
уявлення про внутрiшню будову супутникiв планет. Також треба не забувати про можливiсть вивчення
внутрiшньої будови небесних тiл через особливостi їх обертання. Зрозумiлим є те, що у всiх супутникiв
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планет iснує розбiжнiсть мiж центром мас i центром фiгури. Таким чином, гравiтацiйнi поля i фiгури су-
путникiв планет визначаються розподiлом густини всерединi їх надр, кутовими швидкостями обертання
i впливом їх планет.

Будемо вважати, що супутник планети синхронно обертається по коловiй орбiтi в екваторiальнiй
площинi планети; супутник з осями a (направлена на планету), b (в напрямку орбiтального руху), c
(мiж полюсами) — рис. 1.

Рис. 1. Тривiсний елiпсоїд супутника

Тодi ми можемо застосувати деякi наближенi формули для визначення його динамiчних характери-
стик [3].

Зональний гармонiйний коефiцiєнт:

J2 =
C−0,5(A+B)

ms2
1

=
5

6
αk2, (1)

де A,B,C — головнi моменти iнерцiї, α — параметр фiгури, k2 — припливне число Лява (визначає
реакцiю гравiтацiйного поля супутника на припливний потенцiал планети), m — маса супутника, s1 —
середнiй радiус супутника.

Безрозмiрний коефiцiєнт Стокса:

C22 =
B−A
4ms2

1

=
1

4
αk2. (2)

Спiввiдношення (1) i (2) — наближенi, i чим меншими є α i k2, тим нижче їх точнiсть (наприклад,
їх не можна застосувати до Мiсяця), при цьому iснує загальновiдоме спiввiдношення для рiвноважних
небесних тiл: C22 ≈ 0,3J2.

У рiвноважних тiл фiгури спiвпадають iз зовнiшньою еквiпотенцiальною поверхнею. Параметр фiгури
α визначається наступним чином:

α=
M
m

(s1
R

)3
=
ω2s3

1

Gm
(3)

де M — маса планети, m — маса супутника, G — гравiтацiйна стала, ω2 =Gm/R, R — радiус орбiти
супутника, s1 — середнiй радiус супутника.

Форма еквiпотенцiальної поверхнi визначається числом Лява другого ступеня h2, причому мiж чи-
слами Лява iснує зв’язок. Число k2 характеризує змiну гравiтацiйного потенцiалу супутника через
припливну взаємодiю з планетою, число h2 — визначає величину змiщення точки на поверхнi супутника
у вертикальному напрямi (за горизонтальний напрямок вiдповiдає число Шида l2). Очевидно, що iснує
взаємозв’язок мiж параметрами фiгури i гравiтацiйного поля: якщо вiдомi параметри поля, то по ним
можна визначити параметри фiгури i навпаки. Тодi рiвноважну фiгуру супутника можна представити по
осям у наступному виглядi [4]:























a= s1 +
7

6
αh2s1,

b = s1−
1

3
αh2s1,

c = s1−
5

6
αh2s1.

(4)

Цi формули справедливi для моделей супутникiв планет з довiльним розподiлом густини. Якщо ми
припустимо, що великi супутники планет є тiлами рiвноважної конфiгурацiї i мають однорiдний розподiл
густини, то отримаємо числа Лява h2 = 2,5 i k2 = 1,5 [5]. Пiсля пiдстановки отримуємо загальновiдомi
формули [6]:























a= s1 +
35

12
αs1,

b = s1−
5

6
αs1,

c = s1−
25

12
αs1.

(5)
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Рис. 2. Зв’язок радiусу i густини для природних супутникiв планет Сонячної системи [20]. Зображено зони
iснування середнiх льодяних (1), перехiдних (2), кам’янистих (3), великих льодяних (4) супутникiв. Зв’язок
“радiус–густина” є рiзним для цих груп супутникiв.

Таблиця 1. Параметри моделей супутникiв планет

Параметр
Супутник

Ганiмед Титан Каллiсто Iо Мiсяць Європа Тритон Титанiя
[13] [17] [14] [11] [15] [12] [20] [20]

Радiус орбiти a, 103 км 1070,00 1221,90 1883,00 421,60 384,40 670,90 354,76 436,30
Радiус планети RP, 103 км 69,911 58,232 69,911 69,911 6,371 69,911 24,622 25,362
Перiод τ, дiб 7,155 15,950 16,689 1,769 27,320 3,551 5,880 8,710
s1, км 2634,10 2576,00 2410,30 1821,60 1737,10 1565,007 1354,00 788,50

m0, 1020 кг 1481,7 1345,2 1075,9 893,2 734,63 480,00 214,00 35,27
ρ0, г/см3 1,9360 1,8798 1,8344 3,5278 3,347 2,989 2,061 1,711
g0, см/с2 142,0 135,2 123,0 179,0 162,0 131,0 77,9 38,0

α, 10−5 19,20 3,95 3,71 172,00 0,754 50,191 26,611 14,528
v2K, км/с 2,74 2,64 2,43 2,55 2,38 2,02 1,46 0,77
k2 0,804 0,953 1,103 1,304 0,0248 1,048 1,373 1,315
I 0,3105 0,3414 0,3549 0,3782 0,3929 0,3460 0,3860 0,3794

J2, 10−6 126,90 33,46 32,70 1845,90 203,26 435,50 438,30 179,62
C22, 10−6 38,18 10,02 10,20 553,70 22,36 131,50 129,40 53,80
J2/C22 3,324 3,339 3,206 3,334 9,090 3,312 3,387 3,339

Середнiй безрозмiрний момент iнерцiї можемо визначити за формулою Радо–Дарвiна [5]:

I =
C

ms2
1

=
2

3

(

1−
2

5

√

4−k2

1+k2

)

. (6)

Як бачимо, для рiвноважної конфiгурацiї, яка має однорiдний розподiл густини, маємо середнiй
безрозмiрний момент iнерцiї, рiвний 0,4. Проте зрозумiло, що справжнi супутники не є однорiдними
тiлами, а мають диференцiацiю густини вiд поверхнi до центру, тобто середнiй безрозмiрний момент
iнерцiї буде меншим, нiж 0,4 i число Лява k2 меншим, нiж 1,5. Тому формула Радо–Дарвiна — це
наближене спiввiдношення, i чим бiльшою є гравiтацiйна диференцiацiя, тим нижче її точнiсть. Бiльше
того, через складнiсть проблеми i неможливiсть проведення геофiзичних вимiрiв у моделюваннi фiгур i
гравiтацiйних полiв супутникiв планет поки що є багато чого гiпотетичного [3].

Далi ми розглянемо вiсiм найбiльших супутникiв планет у Сонячнiй системi. У роботi [20] був
проведений аналiз супутникiв планет у Сонячнiй системi на предмет зв’язку розмiру, густини i матерiалiв
з яких складаються супутники (рис. 2).

Параметри (табл. 1) для цих восьми найбiльших самогравiтуючих супутникiв планет були розрахованi
у роботах [11–20].

4.ВИСНОВКИ
1. Представлено основнi параметри динамiчних фiгур найбiльших 8 супутникiв планет. Завдяки

гравiтацiйнiй взаємодiї планети iз супутником виникають приливнi сили, якi спотворюють рiвноважну
динамiчну фiгуру супутника i сприяють виникненню форми супутника у виглядi тривiсного елiпсоїда.
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2. Iнтегральнi безрозмiрнi моменти iнерцiй супутникiв планет мають зв’язок з числом Лява k2, яке
характеризує змiну гравiтацiйного потенцiалу супутника через припливну взаємодiю з планетою, тобто
планета впливає на гравiтацiйну диференцiацiю супутника.

3. Вiдношення J2/C22 для Мiсяця показує значне вiдхилення вiд 10/3, як наслiдок, момент iнерцiї
не може бути визначений безпосередньо зi спiввiдношення Радо–Дарвiна. Застосування формули Радо
при малих числах Лява дає некоректний результат.

4. Гравiтацiйнi поля i фiгури супутникiв планет визначаються розподiлом густини в їх тiлах, куто-
вими швидкостями обертання i взаємодiєю з планетою.
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