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Нелiнiйна математична модель економiчної родючостi
грунтiв ландшафтних зон Закарпаття
Л.В. Гебрин-Байди*, О.О.Железняк, А.О.Терещенко

Нацiональний авiацiйний унiверситет, м. Київ

Розглянуто деякi характеристики сучасного стану ґрунтiв ландшафтних зон Закарпаття. Для оцiнювання
ефективностi використання земель сiльськогосподарського призначення в Закарпаттi запропоновано нелiнiйну
математичну модель залежностi економiчної родючостi ґрунтiв вiд затрат на вирощування сiльськогоспо-
дарських культур. Проведено оцiнку ефективностi використання земель сiльськогосподарського призначення
Закарпатської областi України у трьох ландшафтних зонах областi за традицiйними для них сiльськогоспо-
дарськими культурами.

НЕЛИНЕЙНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО ПЛОДОРОДИЯ ПОЧВ ЛАНДШАФТНЫХ
ЗОН ЗАКАРПАТЬЯ, Гебрин-Байды Л.В., Железняк О.А., Терещенко А.А. — Рассмотрены некоторые характери-
стики современного состояния почв ландшафтных зон Закарпатья. Для оценки эффективности использования
земель сельскохозяйственного назначения предложено нелинейную математическую модель зависимости эко-
номического плодородия почв от затрат на выращивание сельскохозяйственных культур. Проведена оценка
эффективности использования земель сельскохозяйственного назначения Закарпатской области Украины в
трех ландшафтных зонах области по традиционным для них сельскохозяйственными культурам.

NONLINEAR MATHEMATICAL MODEL OF THE ECONOMIC SOIL FERTILITY FOR LANDSCAPE AREAS OF THE
TRANSCARPATHIA, by Gebrin-Baydi L.V., Zheleznyak O.O., Tereshchenko A.O. — The article discusses some of
the characteristics of Transcarpathian region soils current conditions. For evaluation of the efficiency of agricultural
land we propose a nonlinear mathematical model of soil fertility depending on the economic costs on growing crops.
Efficiency of agricultural land use in Transcarpathian region of Ukraine in three landscape zones by traditional for
them agricultural crops is assessed.

Ключевые слова: нелинейная зависимость; математическая модель; сельскохозяйственные культуры;
урожайность; экономическое плодородие; ландшафтные зоны; почвы.
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1.ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

У контекстi нашого дослiдження — поняття ефективностi використання земель сiльськогосподар-
ського призначення i пiдходу до її оцiнки — важливо вiдзначити основоположну роль родючостi ґрунтiв.
Розрiзняють природну, потенцiйну, штучну i ефективну, або дiйсну, родючiсть ґрунтiв [1]. Ефективна
родючiсть, що визначається таким параметром, як величина врожаю, є дiйсним вираженням приро-
дної та штучної родючостi й значною мiрою обумовлюється рiвнем розвитку науки i технiки, залежить
вiд природно-клiматичних умов i ефективностi використання наявних економiчних ресурсiв [2]. Постає
важлива науково-практична задача — виявлення статистичних залежностей пiдвищення ефективної еко-
номiчної родючостi для рiзних ґрунтiв (факторiв збiльшення врожайностi) i рiвня витрат сiльськогоспо-
дарського виробництва. Виявленi закономiрностi дозволять обґрунтувати шляхи нарощення потенцiалу
продовольчої безпеки держави, а також слугуватимуть цiлям оцiнювання земель i встановлення їх рин-
кової вартостi.

2.АКТУАЛЬНIСТЬ ПРОБЛЕМИ ДОСЛIДЖЕННЯ

Ефективнiсть використання земель визначається економiчною родючiстю ґрунтiв. Для кiлькiсного
описання ефективної родючостi ґрунтiв розробленi математичнi моделi залежностi економiчної родючостi
вiд затрат на вирощування [2, 4]. Iстотним недолiком лiнiйних моделей, що характеризують зростання
родючостi, є те, що вiддача одного гектара землi не може збiльшуватись до безкiнечностi, оскiльки iснує
економiчний закон зменшення використання ефективностi майбутнiх витрат. У зв’язку з тим, що лiнiйнi
моделi обмеженi у застосуваннi, для оцiнки ефективностi використання землi застосовують нелiнiйнi
моделi, якi передбачають iснування стану насичення та максимальної родючостi при визначених витратах
на вирощування сiльськогосподарської продукцiї [5].
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3.ОСНОВНI ФОРМУЛИ ОПИСАННЯ ЕКОНОМIЧНОЇ РОДЮЧОСТI ЗЕМЕЛЬ

Для визначення ефективностi використання земельних ресурсiв Закарпатського регiону необхiдно
знайти максимальний прибуток, що одержаний вiд вирощування сiльськогосподарських культур при
обмеженнi площi орних земель:

max P(Q, z) при S6S0, (1)
де maxP — прибуток, Q — кiлькiсть зiбраного урожаю вирощуваної сiльськогосподарської продукцiї, z
— затрати на вирощування сiльськогосподарської продукцiї, S — вибранi площi земель сiльськогоспо-
дарського призначення областi.

Максимiзуючи прибуток Pmax(Q, z), який залежить вiд величини вирощеного врожаю Q i затрат на
вирощування z при обмежених посiвних площах регiону S, кiлькiсть вирощеної сiльськогосподарської
продукцiї Qj визначатиметься як

Qi,j = ρi,jSi,j, (2)
де ρi,j — економiчна родючiсть i-ї дiлянки j-ї культури, що вирощується на цiй дiлянцi, площа i-ї
дiлянки, що засiяна j-ю культурою.

Пiд час розгляду лiнiйних моделей, якi використовуються для визначення прибутку, що приносить
вибрана земельна дiлянка, зв’язок мiж економiчною родючiстю ρi,j та затратами на вирощування zi,j

виражається такою залежнiстю:
ρi,j = ai,jzi,j, (3)

де ai,j — адаптований показник лiнiйної залежностi.
Тобто передбачаємо, що врожайнiсть зростатиме пропорцiйно затратам на вирощування рiзних сiль-

ськогосподарських культур згiдно з визначеноюї ландшафтною зоною. Проте модель з лiнiйною фун-
кцiєю (3) має свої особливостi. При максимiзацiї виробництва продукцiї з заданими обмеженнями по
площi земельної дiлянки все виробництво буде зосереджено на одному гектарi землi, де продуктив-
нiсть найкраща з точки зору вибраного критерiю. У такому разi буде вибрана земля з продуктивнiстю,
що характеризується найбiльшою величиною коефiцiєнта ai,j. Для рiзних культур характерними є як
визначена родючiсть, так i вiдповiднi затрати.

Економiчна родючiсть (3) визначається затратами на вирощування сiльськогосподарських культур i
залежить вiд нахилу прямої лiнiї, яким описується величина ai,j.

Зрозумiло, що найбiльш ефективне використання будуть мати тi землi, якi мають найбiльше значення
коефiцiєнта ai,j.

Багаторiчнi економiко-статистичнi данi використання земель сiльськогосподарського призначення
свiдчать про те, що економiчна родючiсть ґрунтiв Закарпаття нелiнiйно залежить вiд затрат на ви-
робництво сiльськогосподарської продукцiї. Спочатку збiльшення затрат справдi приводить до iстотного
зростання економiчної родючостi, але потiм цей процес сповiльнюється, досягаючи максимуму. Подаль-
шi збiльшення витрат стають неефективними, оскiльки призводять до зменшення економiчної родючостi
ґрунтiв вибраної ландшафтної зони [5, 9].

Виявлена статистична залежнiсть економiчної родючостi вiд затрат може бути наближено описана
такою функцiєю:

ρi,j =Ai,jz2
i,je

−βi,jzi,j , (4)
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Рис. 1. Лiнiйнi функцiї вiддачi землi; a1z, a2z, a3z —
функцiї врожайностi сiльськогосподарських культур за-
лежно вiд родючостi земель
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Рис. 2. Залежнiсть економiчної родючостi сiльського-
сподарських культур ρi,j вiд затрат на вирощування zi,j

адаптованої апроксимацiї для рiзних ландшафтних зон
та с/г культур, вiдповiднi коефiцiєнти Ai,j та βi,j
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де Ai,j та βi,j — адаптованi параметри нелiнiйної математичної моделi, якi визначаються методом най-
менших квадратiв для кожної ландшафтної зони та засiяних культур, zi,j — затрати на вирощування.

Важливо дослiдити залежнiсть (4) на екстремум з метою одержання оптимального використання
затрат на вирощування рiзних сiльськогосподарських культур в ландшафтних зонах Закарпаття.

З рiвняння
∂ρi,j

∂zi,j
=Ai,je−βi,jzi,j

(

2zi,j−βi,jz2
i,j

)

=0

за умов Ai,j >0, βi,j >0 знаходимо, що в точцi zi,j =
2

βi,j
функцiя має максимум та набуває в нiй значення

(ρi,j)max =
4Ai,j

βi,je2

Виявлення iснування максимальної економiчної родючостi ґрунтiв для рiзних сiльськогосподарських
культур має велику наукову i практичну цiннiсть.

Знайденi величини максимальної економiчної родючостi дозволяють ефективно використовувати на-
явнi матерiальнi, трудовi та фiнансовi ресурси.

Пiсля досягнення точки максимуму врожайностi (ρi,j)max немає сенсу для даної ландшафтної зони
збiльшувати затрати на вирощування вибраної сiльськогосподарської культури. Загальна вiддача гектара
сiльськогосподарських угiдь при цьому буде спадати. Тобто економiчна родючiсть ґрунтiв зменшуватиме-
ться. Порог насичення обумовлений технологiями обробiтку землi i не впливає на загальну статистичну
закономiрнiсть залежностi врожаю вiд затрат, а лише може змiщувати параметри оптимальних значень
врожайностi i величини затрат [5, 8].

З математичної точки зору це означає, що коефiцiєнти Ai,j та βi,j для рiзних агротехнiчних технологiй
будуть мати рiзне значення. Схематично змiна економiчної родючостi показана на рис. 2.

Проаналiзувавши статистичну iнформацiю по ефективностi використання земель сiльськогосподар-
ського призначення з 1995 по 2014 рр. [6, 7] встановили, що для побудови нелiнiйних математичних
моделей доцiльним буде взяти данi по трьох характерних районах та трьох вiдповiдних культурах, якi
узагальнено описують стан ефективностi використання земель сiльськогосподарського призначення зале-
жно вiд ландшафтної зони областi (три райони на зону): i — сiльськогосподарська культура; i1 — зерновi
культури; i2 — овочi; i3 — картопля; j — райони областi вiдповiдно до ландшафтної зони (низовинна,
передгiрська, гiрська).

Для визначення параметрiв нелiнiйної математичної моделi Ai,j, βi,j використаємо статистичнi данi
залежностi економiчної родючостi вiд затрат на вирощування сiльськогосподарських культур у вибра-
них ландшафтних зонах Закарпаття. Для цього застосуємо метод найменших квадратiв. Результати
розрахункiв визначених параметрiв нелiнiйної математичної моделi подано у табл. 1.
Таблиця 1. Параметри нелiнiйної математичної моделi залежностi економiчної родючостi вiд затрат на вирощування
сiльськогосподарських культур

Вибранi культури
Ландшафтнi зони

Низовина Передгiр’я Гори
Коефiцiєнти Ai,j10−3 βi,j10−2 Ai,j10−3 βi,j10−2 Ai,j10−3 βi,j10−2

Зерновi 4,71 2,59 1,47 1,57 1,53 1,87
Овочi 0,29 0,27 0,25 0,27 18,92 2,59

Картопля 8,37 1,57 12,67 2,01 2,88 0,97

Для подальшого аналiзу ефективностi використання земель сiльськогосподарського призначення За-
карпаття для кожної культури та вибраної ландшафтної зони побудовано графiки економiчної родючостi
(рис. 4, 5, 6).

Детально проаналiзувавши показники вирощування зернових культур у районах Закарпаття та побу-
дувавши вiдповiднi графiки зележностi економiчної родючостi вiд затрат на вирощування, встановили,
що найефективнiше вирощувати зерновi культури у низовиннiй ландшафтнiй зонi. Оскiльки при мен-
ших затратах можливо збiльшити економiчну родючiсть ґрунтiв та значно пiдвищити врожайнiсть, при
цьому знайденi критичнi затрати, що забезпечують максимальну економiчну родючiсть (точка Q1 на
рис. 3). Найменша економiчна родючiсть по вирощуванню зернових культур прослiдкована у гiрськiй
ландшафтнiй зонi, попри те, що затрати на вирощування є такими, як i на низовиннiй ландшафтнiй
зонi. Таким чином, отримаємо меншу економiчну родючiсть, що означає i зменшення вiддачi з одно-
го гектара землi (точка Q3 на рис. 3). У свою чергу, аналiз передгiрської зони засвiдчив, що саме ця
зона займає промiжне положення згiдно з побудованим графiком (рис. 3). Передгiрська зона характе-
ризується такою особливiстю, що на певному iнтервалi затрат економiчна родючiсть в точцi насичення
(поблизу точки Q2) змiнюється на незначну величину. У зв’язку з цим ефективнiсть використання зе-
мель сiльськогосподарського призначення в цiй ландшафтнiй зонi пов’язана зi знаходженням iнтервалу
рацiональних затрат.
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Рис. 3. Залежнiсть економiчної родючостi зернових культур вiд затрат на вирощування згiдно з ландшафтними
зонами
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Рис. 4. Залежнiсть економiчної родючостi овочевих культур вiд затрат на вирощування згiдно з ландшафтними
зонами
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Рис. 5. Залежнiсть економiчної родючостi картоплi вiд затрат на вирощування згiдно з ландшафтними зонами
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Дослiдження затрат на вирощування овочевих культур у рiзних ландшафтних зонах Закарпаття по-
казано на рис. 5. З даного графiка випливає, що найбiльш рентабельним є вирощування овочiв саме на
низовиннiй ландшафтнiй зонi (точка Q4). З iншого боку, найбiльш затратною для вирощування є гiрська
частина областi, де економiчна родючiсть не значно зростає при збiльшеннi затрат (точка Q6). Як ви-
пливає з рис. 5, залежностi економiчної родючостi вiд затрат для рiзних зон є подiбними i вiдрiзняються
лише точками максимуму (точки Q4, Q5, Q6). Вирощування овочевих культур є процес конкурентоспро-
можний та дає значний прибуток для агропромислового комплексу областi.

Проведенi дослiдження щодо вирощування картоплi у рiзних ландшафтних зонах Закарпаття до-
зволили знайти цiкавi статистичнi закономiрностi. Виявлено, що найбiльш ефективним є вирощування
картоплi у передгiрськiй ландшафтнiй зонi (точка Q8). Згiдно зi статистичними даними та розробле-
ною нелiнiйноюї математичною моделлю, при менших затратах на вирощування картоплi економiчна
родючiсть є вищою нiж на низовиннiй та гiрськiй частинi областi (точки Q7, Q9). Це означає, що виро-
щування картоплi є дуже економiчно вигiдним саме у передгiрськiй ландшафтнiй зонi. Слiд зазначити,
що максимальна економiчна родючiсть може досягнути максимуму на низовиннiй зонi, але тодi потрiбно
значно збiльшити затрати на вирощування (точка Q7). Потребує значних затрат на вирощування карто-
плi i гiрська зона. Тому як для досягення однакової економiчної родючостi необхiдно значно збiльшити
затрати на вирощування (рис. 5, точка Q9).

4.ВИСНОВКИ

Дослiдження статистичних закономiрностей дозволило виявити максимальну економiчну родючiсть
ґрунтiв для рiзних ландшафтних зон Закарпаття. Запропоновано нелiнiйну математичну модель за-
лежностi економiчної родючостi вiд затрат на вирощування. Всi знайденi параметри характеризують
економiчну родючiсть ґрунтiв у середньому по ландшафтних зонах, допускаючи певнi вiдхилення, що
залежать вiд методiв управлiння у галузi сiльського господарства та наявностi вiдповiдних економiчних
ресурсiв. При використаннi земель сiльськогосподарського призначення Закарпаття необхiдно врахову-
вати нелiнiйну залежнiсть економiчної родючостi вiд затрат задля отримання максимального прибутку
вiд вирощування сiльськогосподарських культур у вибраних ландшафтних зонах областi.

Проведенi дослiдження, дозволяють зробити такi узагальнюючi висновки:
1. Встановлено, що економiчна родючiсть ґрунтiв Закарпаття для рiзних ландшафтних зон нелiнiйно

залежить вiд затрат на вирощування сiльськогосподарських культур.
2. Виявлено iснування стану насичення родючостi ґрунтiв залежноi вiд затрат на вирощування

основних сiльськогосподарських культур.
3. Запропоновано нелiнiйну математичну модель залежностi економiчної родючостi вiд затрат та

знайдено величину оптимальних затрат, за яких урожайнiсть сiльськогосподарських культур у рiзних
ландшафтних зонах Закарпаття досягає максимальних значень.
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