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Моделi визначення деформацiй
В.М.Гладiлiн

Нацiональний авiацiйний унiверситет, м. Київ

В останнi роки розроблено багато функцiй для одержання значень деформацiй, якi в бiльшостi своїй ви-
никають за рахунок осiдань споруд i промислового обладнання. Деякi автори вказують на такi розширенi
математичнi функцiї, якi апроксимують деформацiї, як на загальнi методи визначення деформацiй. У стат-
тi розглянутi моделi деформацiй як фiзичнi процеси. При порiвняннi статичної, кiнематичної та динамiчної
моделей було встановлено, що динамiчна модель найбiльш достовiрно i повно вiдображає деформацiї споруд i
промислового обладнання.

МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕФОРМАЦИЙ, Гладилин В.Н. — В последние годы разработано много функций
для получения значений деформаций, которые в большинстве своем возникают в результате осадок сооруже-
ний и промышленного оборудования. Некоторые авторы указывают на такие расширенные математические
функции, которые аппроксимируют деформации, как на общие методы определения деформаций. В статье
рассмотрены модели деформаций как физические процессы. При сравнении статической, кинематической и
динамической моделей было установлено, что динамическая модель наиболее достоверно и полно отображает
деформации сооружений и промышленного оборудования.

MODELS OF DETERMINING DEFORMATIONS, by Gladilin V.N. — In recent years, a lot of functions designed to
determine deformation values that occur mostly as a result of settlement of structures and industrial equipment.
Some authors suggest such advanced mathematical functions approximating deformations as general methods for the
determination of deformations. The article describes models of deformations as physical processes. When comparing
static, cinematic and dynamic models, it was found that the dynamic model reflects the deformation of structures and
industrial equipment most reliably.
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1.ВСТУП

Статична модель визначення деформацiй [9] — це перевiрка геодезичними вимiрюваннями визначених
точок на об’єктi дослiдження на конгруентнiсть (спiвпадiння). У таких моделях виключенi деформацiї,
якi надходять iззовнi, i встановлена рiвновага об’єкта спостереження пiд дiєю сил, прикладених до
нього.

У кiнематичних моделях деформацiї описуються загальними формулами рiвномiрного руху точок
об’єкта без урахування сил, що дiють на нього, параметри яких на початку не вiдомi.

У динамiчних моделях встановлюються зв’язки мiж рухами i причинами, якi їх викликають [10]
i дають можливiсть задавати однозначнi математичнi вiдношення мiж геометричними змiнами точок
об’єкта, якi визначаються геодезичними вимiрюваннями та дiючими на нього зовнiшнiми силами; такi
окремi моделi описанi в роботах [1–8].

2.ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО МАТЕРIАЛУ

Якщо S(
#„

X) — деформацiї, якi залежать вiд будь-яких параметрiв
#„

X, то у статичних моделях [9]
вони дорiвнюють нулю. У кiнематичних моделях деформацiї визначають форму тiльки вiдносно вiдомих
параметрiв. У динамiчних моделях [10] деформацiї визначаються як у вiдповiдностi з формою, так i у
вiдповiдностi з параметрами.

Деформацiї S(
#„

X) — це неперервнi, розподiленi на об’єктi геометричнi змiни у часi, якi є функцiєю
дiї параметрiв

#„

X на об’єкт.
Якщо дискретизувати розглядуваний об’єкт на окремi точки, ми одержимо його фiзичнi (проектнi)

координати
#„

Xp.t на момент часу t, якi визначаються
#„

Xp.t =
#„

Xt +S(
#„

X)t, (1)

при цьому вектор
#„

Xt може вiдповiдати будь-якiй вихiднiй ситуацiї на час t.
Незалежно вiд цього сукупнiсть координат точок (1) можна визначати будь-яким геодезичним ме-

тодом пiсля вирiвнювання спецiальної геодезичної мережi
#„

Xg.t, при цьому за допомогою наближених

Гладiлiн Валерiй Миколайович; B valeriy.gladilin.55@mail.ru

Вiсник Астрономiчної школи, 2016, том 12, №2 185



(вимiряних) координат точок
#„

Xζ.t необхiдно перейти до вiдповiдних геодезичних (вирiвняних) координат
#„

Xg.t
#„

Xx.g.t =
#„

Xζ.t +Aζ.t
#„

Xζ.t, (2)

де Aζ.t — оператор перетворення вимiряних значень координат
#„

Xζ.t на фiксованi моменти часу t.
Рух точок об’єкта характеризується [9]: траєкторiєю, довжиною шляху, швидкiстю, прискоренням i

змiщенням. Рух точки може бути рiвномiрним i нерiвномiрним.
Траєкторiя — просторова лiнiя, яка описується точкою при її русi. Траєкторiя руху у просторi є

прямолiнiйна або криволiнiйна.
Довжина шляху (скаляр) — довжина вiдрiзку траєкторiї, який пройшла точка за визначений промi-

жок часу t. Швидкiсть та прискорення деформацiї (руху точки об’єкта) у рiзнi моменти часу можуть
бути рiзними — як додатними, так i вiд’ємними.

Змiщення — вектор, який з’єднує початкове положення рухомої точки i її положення за розглянутий
промiжок часу з напрямком до її кiнцевого положення.

В iдеалi визначенi геодезичними методами координати n точок об’єкта повиннi дорiвнювати проект-
ним координатам, тому можна записати тотожнiсть

#„

Xp.t ≡
#„

Xg.t, p, g, t =1, 2, ...,n, (3)
на основi якої одержимо нелiнiйну функцiональну модель, вважаючи що рiвняння (1) i (2) тотожнi

Ψ(
#„

X)=
#„

Xx.t +S(
#„

X)t−
#„

Xζ.t−Aζ.t
#„

Xζ.t =0, t =1, ...,n. (4)

Ця система рiвнянь вiдповiдає моделi Гауса–Гельмерта, або вiдповiдає системi рiвнянь, сформованих
на основi вiдповiдних результатiв оцiнки, якi є умовними рiвняннями з невiдомими координатами #„x
точок об’єкта

B #„v +A#„x + #„w=0, Σ
2
l =σ2

0Qk, l =1, 2, ...,n, (5)
де #„v — вектор опору матерiалу об’єкту, #„w — вектор вiльних членiв, σ0 — стандартне вiдхилення
вимiрювання, Σ — загальне вiдхилення вимiряних значень координат x точок об’єкта, Ql — коварiацiйна
матриця вимiряних значень

При цьому вектор вимiрювань, або вiдповiдний йому вектор невiдомих будується таким чином:
#„

XT =
∣

∣

∣

#„

XT
x

#„

XT
ζ

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

#„

XT
x.1, ...,

#„

XT
x.n

#„

XT
ζ.1, ...,

#„

XT
ζ.n

∣

∣

∣
(6)

Коефiцiєнти рiвняння (6) у матричному представленi мають вигляд
B = ‖− IBa‖, A= ‖− IAζ‖, (7)

де I — одинична матриця.
Вектор опору описується

#„v =Ψ(
#„

X0)+B #„v =
#„

X0 +S(
#„

X0)−
#„

X0
ξ−Aζ

#„

X0
ζ−(

#„

Xξ−
#„

X0
ξ)+(

#„

Xa−
#„

X0
a). (8)

Одержана для рiвняння (5) стохастична модель дiйсна з урахуванням (6), загальну дисперсiю вимi-
ряних значень координат знайдемо за формулою

Σ
2
l =σ2

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Qx.ξ . . . 0
0 . . . 0
0 . . . Qx.a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (9)

Пiдставимо (7) i (8) у (5), одержимо
#„v ξ =Ba

#„v a +Aζ
#„x −Aζ

#„x ζ+
#„w, Σ

2
l =σ2

0Ql , l =1, 2, ...,n. (10)

Незалежно вiд цього у розумiннi дiючих параметрiв на об’єкт можна виходити з такої основної
залежностi

#„

Xa =
#„

Xa + #„v a =
#„

X0
a + #„x a. (11)

Iз (11) i (10) одержимо для власного рiшення
#„v y.ζ =Ay.ζ

#„x y.ζ−
#„wy.ζ. (12)

Для того, щоб модель була достовiрна для власного випадку, з урахуванням (8), необхiдно, щоб
загальна дисперсiя була

Σ
2
l.y.ζ =σ2

0Ql.y.ζ =σ2
0Ql , l =1, 2, ...,n. (13)

Таким чином, система рiвнянь (12) буде задаватись iншими параметрами, тобто невiдомi параметри
даних входять один раз безпосередньо i один раз опосередковано через #„x ζ у векторi рiшень #„x y.ζ. Мiж
знайденим власним рiшенням #„x x i деяким рiшенням #„x x.а є така залежнiсть:

#„x x−
#„x x.a =Aζ(

#„x ζ−
#„x ζ.a). (14)

Застосуємо до вектора рiшень мiнiмальну Евклiдову норму
#„xT

x
#„x x →min, (15)
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одержимо такi умовнi рiвняння:
Aζ

#„x x =0. (16)

З системи рiвнянь (12) з невiдомими параметрами даних, з урахуванням (16) одержимо
#„x ζ =−

(

AT
ζ Aζ

)−1
AT
ζ

{

#„v ξ−Ba
#„x a−

[

#„w−Ba(
#„

Xa−
#„

X0
a)
]}

. (17)

Пiдставимо вираз (17) у вихiдне рiвняння (12), одержимо

F = I −AT
ζ

(

AT
ζ Aζ

)−1
AT
ζ , (18)

де F — симетрична iдемпотентна матриця.
З урахуванням (18) i (16) вираз (12) набуде вигляду

#„v ξ =
#„x x +FBa

#„x a−
{

−F
[

#„w−Ba(
#„

Xa−
#„

X0
a)
]}

. (19)

За допомогою виразу (12) для власного рiшення #„v y отримаємо таку скорочену модель:
#„v y =Ay

#„x y−
#„wy. (20)

Дисперсiя для вiдповiдної стохастичної моделi з урахуванням (10) i (15) набуде вигляду

Σ
2
l.y =σ2

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

FQx.ξFT . . . 0
0 . . . 0
0 . . . FQx.aFT

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (21)

Коефiцiєнти рiвнянь геодезичної мережi можна представити у спектральному виглядi; вважаючи, що
FQx.ξ≡Qx.ξ отримаємо стохастичну модель

#„v y =Ay
#„x y−

#„wy, Σ
2
l.y =σ2

0Ql.y, l =1, 2, ...,n. (22)

У вiдповiдностi до розмiру матрицi коефiцiєнтiв Ay встановимо, що система рiвнянь (22) збiгається
без введення остаточного вектора #„v y, звiдки можна зробити висновок про те, що зникає вiдповiдна сума
квадратiв Σ

2
l.y та надлишковiсть r

#„vT
yQl.y

#„v y =0, #„r y = #„r (Ql.y)−
#„r (Qx.y)= 0. (23)

Таким чином, вираз (22) можна розглянути як незалежну модель рiвнянь, яка є розв’язком задачi,
описаної виразами (1), (2), (3).

В цiй моделi, спираючись на те, що для кожного вводиться особливий вектор координат
#„

Xx.е для
опису прийнятої вихiдної ситуацiї

#„

Xx.t, проте, якщо функцiя деформацiї S(
#„

Xa) вказує на вiдсутнiсть
деформацiї, цi вектори

#„

Xx.е та
#„

Xx.t повиннi спiвпадати для всiх перiодiв часу, вiдповiдно модель рiвняння
(22) з урахуванням, що FQx.ξ≡Qx.ξ буде

#„v y.0 =Ay.0
#„x y.0−

#„wy, Σl.y =σ2
0Ql.y, l =1, 2, ...,n. (24)

Вважаючи, що мiжперiодична кореляцiя дорiвнює нулю, то коварiацiйна матриця Qx = 0, отримаємо
вiдповiдну систему нормальних рiвнянь, яка з урахуванням FQx.ξ ≡Qx.ξ, буде мати вигляд

Ba
#„v a +Aζ

#„x + #„w=0. (25)

Визначимо у функцiональнiй моделi (24) вектори рiшень, одержимо
#„x y.0 =Ny.0

# „

Wy.0, (26)

i визначимо остаточний вектор #„v y.0, тут N — коефiцiєнти нормальних рiвнянь,
# „

W — перетворенi вiльнi
члени нормальних рiвнянь.

Результуючi i оптимiзуючи Σ
2
l.y сумму квадратiв вiдхилень та надлишковiсть #„r y рiвнянь системи

(24), отримаємо, як у (23),
#„vT

y.0Ql.y
#„v y.0 =0, #„r y.0 = #„r (Ql.y)−

#„r (Qx.y.0). (27)

Проаналiзувавши iдентичнiсть рiвняння (25), локалiзуємо власнi змiщення точок, якi не повиннi бути
виключенi, при цьому змiщення можуть вiдбуватись незалежно вiд деформацiй об’єкту.

Статична модель деформацiї. Статична модель [9] — модель рiвноваги тiл. Такою моделлю опису-
ємо такi об’єкти, якi не змiнюють геометричну форму за розглянутий перiод часу. В цьому вiдношеннi
краще звернутися до цих утворень, нiж до тотожностi (3) i вiдповiдно до моделi спiввiдношення, якщо
застосовувати цi процеси виключно для аналiзу тотожностi. Необхiдно дати вiдповiдь на питання, чи
мають вибранi точки обладнання особистi рухи (змiщення), тобто в якiй мiрi спiвпадають однойменнi
точки. Статична модель передбачає недопустимiсть нiяких деформацiй S(

#„

Xа), разом з тим виключаємо
коефiцiєнти B i коефiцiєнти вiдповiдних параметрiв впливу Qx, тобто

Ba,e =0, Qx,a =0, ∀e =1, ...,n. (28)

У подальшому необхiдно знов враховувати те, що псевдозворотня симетрична коварiацiйна матриця,
яка iдентична сама до себе, буде

Q+
x,α =Qx,α, ∀Qx,α =QT

x,α =Q2
x,α. (29)
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Разом з тим параметри iз (25) i (26) входять в систему нормальних рiвнянь
N s

y.0
#„x s

y.0−
# „

Ws
y.0 =0. (30)

Звичайна статична модель деформацiї є такою при врахуваннi вищеописаних особливих рiшень, тобто
при виключених коефiцiєнтах (28) iз загального рiшення. Перевага цього процесу є у вiдносно простiй
структурi, i вiдповiдно до цього можуть використовуватись спецiальнi геодезичнi вимiрювання (мережi),
однак природнiй недолiк фактично обґрунтовує, що деформацiї не можуть точно враховуватись. При
геодезичному визначеннi багатьох точок на об’єктi цей процес є оптимальним.

Кiнематична модель деформацiї. Кiнематика [9] є теорiя руху тiл без врахування сили, яка впливає
на рух тiл. Такою моделлю описуємо об’єкти, про якi знаємо, що вони деформуються. Вiдомо те, що
деформацiї є визначеними функцiями мiсця (об’єкту), сил, часу та iнших специфiчних параметрiв, якi
впливають на деформацiйнi процеси. Виходячи з цього, деформацiя не буде визначеною для об’єкту
тiльки однiєю неперервною функцiєю. Вiдомо, що визначений зв’язок мiж причиною i дiєю деформацiї
не однозначний.

За останнi роки розроблено багато подiбних зв’язкiв (функцiй), велика кiлькiсть iдей при виборi
самих рiзноманiтних математичних функцiй доволi нескiнченних, автори яких часто вказують на роз-
ширенi функцiї як на загальнi методи визначення деформацiй, хоча вони представляють собою лише
окремi випадки моделювання деформацiйних процесiв [5–8]. Всi кiнематичнi моделi мають недолiк в
тому, що вони представляють однозначний математичний зв’язок мiж фiзичною причиною деформацiї i
геометричною дiєю на об’єкт.

Визначення кiнематичних моделей, таким чином, вiдбувається внаслiдок того, що функцiя деформацiї
S(

#„

Xа) представлена в загальнiй формi. Визначаючi параметри впливу цих зв’язкiв залишаються знову
ж таки невiдомими. Коефiцiєнти матрицi B можливо визначити, а коефiцiєнти матрицi вiдповiдних
параметрiв впливу Qx точно так, як у статичних моделях, вилучаються у вiдповiдностi iз (28).

Ba,e =Ba,e, Qx,a =0, ∀e =1, ...,n. (31)

При урахуваннi (28) одержимо iз (25) аналогiчну систему нормальних рiвнянь (30)
Nk

y.0
#„x k

y.0−
# „

Wk
y.0 =0. (32)

Кiнематична модель є частковим випадком при урахуваннi (28) загального рiшення. Перевагою цiєї
моделi є те, що деформацiї об’єкта можуть враховуватись. Незручнiсть полягає в тому, що параметри
впливу Q можна оцiнити як рiзницю вимiрювань в рiзнi часи. Вони безпосереднi при визначенi коефi-
цiєнтiв матрицi B i залежать вiд точностi вимiрювань. Зовнiшнiх вiдомостей для визначення величин Q
не має в розпорядженнi.

Динамiчна модель деформацiї [5, 8–10]. За допомогою такої моделi можливо описувати об’єкти,
для яких вiдомi їх змiни форми, розмiрiв та/або об’єму. Для того, щоб задати цю модель, необхiдно
знати матерiал об’єкту та його властивостi, зовнiшнi сили, якi дiють на об’єкт. Визначення деформацiї
об’єкта виконується за допомогою сили змiщення

K #„a +
#„

f =0; (33)
величина K є глобальною матрицею жорсткостi, а вектор #„a вiдображає змiщення точки, вектор

#„

f вiд-
ображає сили, якi спричиняють цi змiщення. Якщо вiдомi коефiцiєнти матрицi жорсткостi, якi залежать
вiд властивостей матерiалу об’єкту та вектор навантажень, то можливо розрахувати вектор змiщення
точки #„a . Деформацiя S(

#„

Xа) визначається iнтерполяцiєю. Якщо вираз (33) визначається лiнiйними фун-
кцiями, то оцiнка виразу (33) буде простою (лiнiйною). Якщо навантаження об’єкта перевищує деякi
межi то матерiал починає реагувати пластично або в’язко-пластично. Динамiчна модель передбачає те,
що функцiя деформацiї цiлком задана, при цьому вiдомi коефiцiєнти матрицi Bx,a, а також матриця
коефiцiєнтiв Qx,a.

Ba,e =Ba,e, Qx,a =Qx,a, ∀e =1, ...,n. (34)
Вiдповiдна система нормальних рiвнянь, яка витiкає з (25),

Nd
y.0

#„x d
y.0−

# „

Wd
y.0 =0. (35)

буде така ж, як (30) i (32).

3.ВИСНОВОК

Порiвнявши вирази (33) та (25), бачимо, що динамiчна модель деформацiї спiвпадає з узагальненою
(динамiчною) моделлю деформацiї, отже, вiд неї можна очiкувати найкращих результатiв.

Порiвнюючи вiдповiднi матрицi нормальних рiвнянь (статичної, кiнематичної та динамiчної моделей),
з’ясуємо, що визначення функцiї деформацiї краще виходить за допомогою динамiчної моделi, ще однiєю
перевагою є iнтерполяцiйний пiдхiд. Вираз (33) являє собою складову частину загальної моделi, дає мо-
жливiсть розрахувати сили, якi викликають змiну форми, об’єму та розмiрiв об’єкту. Динамiчнi моделi
дозволяють розрахувати стацiонарнi та нестацiонарнi режими деформацiйних процесiв, якi характери-
188 Гладiлiн В.М.



зуються множиною змiнних стану системи, якi в свою чергу змiнюються з часом, або в залежностi вiд
iншої незалежної змiнної.
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