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Побудова наближених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
iз застосуванням фундаментальних функцiй
В.П.Денисюк, О.В.Негоденко*

Нацiональний авiацiйний унiверситет

Запропоновано метод побудови наближених розв’язкiв першої крайової задачi для звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами iз застосуванням фундаментальних функцiй. Наведено
приклад; показано, що вiдносна похибка розв’язку зменшилася при введеннi фантомних вузлiв.

ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ ФУН-
ДАМЕНТАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ, Денисюк В.П., Негоденко Е.В. — Предложен метод построения приближенных
решений первой краевой задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с перемен-
ными коэффициентами с применением фундаментальных функций. Приведен пример; показано, что относи-
тельная погрешность решения уменьшилась при введении фантомных узлов.

CONSTRUCTING APPROXIMATE SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS USING FUNDAMENTAL FUNCTI-
ONS, by Denysiuk V.P., Negodenko Е.V. –– There was suggested a method of constructing approximate solutions
of the first boundary problem for ordinary differential equations of the second order with variable coefficients in
fundamental functions. An example is given; it is shown that the relative error of the solution has reduced after
introduction of phantom nodes.
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1.ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

В багатьох задачах науки i технiки для кiлькiсного опису фiзичних явищ використовують математи-
чнi моделi. Такi моделi часто являють собою системи звичайних диференцiальних рiвнянь або рiвнянь з
частинними похiдними, на якi накладають певнi крайовi та початковi умови. Надалi знаходять розв’язки
цих систем, якi задовольняють цим умовам. Проте тут виникають певнi труднощi, оскiльки точному
розв’язанню пiдлягає лише невеликий клас диференцiальних рiвнянь. Тому виникає необхiднiсть знахо-
дити наближенi розв’язки поставлених задач.

Наближенi методи побудови розв’язкiв диференцiальних рiвнянь можна подiлити на два класи. До
одного з них належать методи, якi дозволяють обчислювати значення наближеного розв’язку на деякiй
множинi дискретних точок. До таких методiв належать вiдомi методи Ейлера, Рунге–Кута тощо. Такi
методи часто називають чисельними.

До другого класу належать методи побудови наближених частинних розв’язкiв лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь, що ґрунтуються на достатньо загальному принципi, який полягає у наступному. Ча-
стинний розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння може бути апроксимованим деякою функцiєю,
що залежить вiд певної кiлькостi параметрiв. Чисельнi значення цих параметрiв вибираються виходячи з
умов мiнiмiзацiї деякого функцiонала, що характеризує вiдхилення апроксимуючої функцiї вiд шуканого
розв’язку. В залежностi вiд того чи iншого представлення мiнiмiзацiї вiдхилення апроксимуючої функцiї
вiд шуканого розв’язку, отримуємо той чи iнший конкретний метод побудови наближеного частинного
розв’язку лiнiйних диференцiальних рiвнянь. Такi методи називають чисельно-аналiтичними [4, 6].

Серед рiзних типiв чисельно-аналiтичних методiв найчастiше зустрiчається випадок, коли яких шу-
каний розв’язок на вiдрiзку [0,T ] можна подати у виглядi

u≈ û=

N
∑

j=1

αjψj, (1)

де {ψj; j = 1, 2, ...} — система лiнiйно незалежних (зокрема, ортогональних) базисних функцiй,
αj (j =1, 2, ...,N) — невизначенi параметри.

Iснують рiзнi способи визначення параметрiв αm, якi входять до виразу (1) [3]. У данiй роботi ми
обмежимось розглядом лише методу колокацiй, який полягає в наступному.
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Нехай маємо крайову задачу для звичайного лiнiйного диференцiального рiвняння
Lmu(x)= f (x); m=1, 2, ... (2)

з крайовими умовами
u(0)=u0, u(T )=uT . (3)

Розв’язок шукаємо у виглядi

u∗

N (x)=

N
∑

n=1

αnψn(x). (4)

Пiдставляючи u∗

N (x) в (2), отримуємо нев’язку
ε(x,α1, ...,αN )=Lmu∗

N (x)− f (x).

Задамо на вiдрiзку [0,T ] рiвномiрну сiтку ∆N = {xj}
N
j−1, xj =

T

N −1
(j−1), N = 2n+1, n = 1, 2, .... Як

вiдомо [3], метод колокацiй полягає в тому, що невизначенi параметри шукають з системи рiвнянь
ε(xj,α1, ...,αN )= 0, j =1, 2, ...,N .

При застосуваннi методу колокацiй важливу роль вiдiграє вибiр базисних функцiй ψj, j =1, 2, ...,N ,
що входять до (3). В данiй роботi ми розглянемо випадок, коли в ролi базисних функцiй виступають
фундаментальнi функцiї.

Як вiдомо [5], фундаментальними на сiтцi ∆N називають функцiї, якi задовольняють умовам

ψj(xi)=

{

1, i = j;

0, i 6= j;
i, j =1, 2, ...,N .

Застосування фундаментальних функцiй в задачах побудови наближених розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь має ряд переваг, головною з яких є те, що в ролi невизначених параметрiв в (2) виступають
значення наближеного шуканого розв’язку у вузлових точках xj, j = 1, ...,N . Зрозумiло, що постановка
задачi у термiнах вузлових точок дозволяє асоцiювати параметри з обмеженими частинами в загальному
випадку просторових областей, що включають цi вузловi точки. Цей факт є дуже корисним, оскiльки
вивчення нев’язок такого рiвняння дозволяє виявити тi пiдобластi, де збiжнiсть розв’язкiв є повiльною
(або навпаки, швидкою) [4].

2.ПОБУДОВА НАБЛИЖЕНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ
ЗАСТОСУВАННЯМ ФУНДАМЕНТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ

Дослiдимо питання застосування фундаментальних функцiй в задачах побудови наближених розв’яз-
кiв диференцiальних рiвнянь детальнiше.

Розглянемо крайову задачу для лiнiйного диференцiального рiвняння
Lu= f (t), t∈ [0,T ] (5)

та крайовими умовами
u(0)=u0, u(T )=uT . (6)

Розв’язок шукаємо у виглядi

u∗

N (x)=

N
∑

n=1

αnψn(x), (7)

де ψj, j =1, 2, ...,N — фундаментальнi функцiї.
Пiдставляючи u∗

N (x) в (5), отримуємо нев’язку

ε(x,α1, ...,αN )=

N
∑

j=1

αjLψj(x)− f (x).

Обчислюючи вирази Lψj(xi), i, j =1, 2, ...,N , отримуємо систему рiвнянь
N
∑

j=1

αjLψj(xi)− f (xi)= 0, i =1, 2, ...,N . (8)

Враховуючи фундаментальнiсть функцiй ψ1 та ψN , можна вiдразу покласти
ψ1 =u0, ψN =uT .

Розв’язуючи отриману систему N −2 рiвнянь, знаходимо значення iнших невизначених параметрiв
αj, j =2, ...,N −1.

В ролi фундаментальних базисних функцiй можна вибирати, наприклад, полiномiальнi фундамен-

тальнi функцiї, функцiї типу sinc x =
sin x

x
, тригонометричнi фундаментальнi функцiї, тригонометричнi

фундаментальнi сплайни тощо [5]. Проте застосування кожного iз перелiчених класiв функцiй має свої
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особливостi. Враховуючи, що серед вiдомих чисельно-аналiтичних методiв практично вiдсутнi мето-
ди, при яких шуканий розв’язок наближається тригонометричними многочленами, в данiй роботi ми
обмежимось розглядом саме тригонометричних фундаментальних функцiй, покладаючи при цьому для
простоти T =2π. Цi функцiї мають вигляд

Sk(t)=
1

2n+1

[

1+2

n
∑

j=1

cos j(t− tk)
]

. (9)

З використанням (9) наближений розв’язок будемо шукати у виглядi

Tn(t)=

2n+1
∑

k=1

αkSk(t), (10)

де αk, (k = 1, 2, ..., 2n+1) — невизначенi параметри, якi, як вже було сказано, являють собою значення
наближеного шуканого розв’язку у вузлових точках tk, k=1, ..., 2n+1.

Пiдставляючи Tn(t) в (5), нескладно отримати систему рiвнянь типу (8) i для цього випадку.
Проте при цьому слiд враховувати такий факт. Однiєю з особливостей застосування тригонометри-

чних фундаментальних функцiй є те, що наближенi розв’язки, отримуванi з допомогою цих функцiй, є
перiодичними. Iз властивостей перiодичностi випливає, що в нашому випадку буде виконуватися умова
u∗

N (0) = u∗

N (2π), i, вiдповiдно, ψ1 = ψN = u0. Цю ваду легко подолати, розглядаючи замiсть сiтки ∆N ,

xj =
2π

N −1
(j−1) сiтку ∆

′

N = {xj}
N
j=1, xj =

2π

N
(j−1). Зрозумiло, що при цьому праву границю вiдрiзку побу-

дови наближеного розв’язку ми ототожнюємо iз вузлом сiтки xN−1.
Iншою складнiстю застосування тригонометричних фундаментальних функцiй є те, що в загальному

випадку при перiодичному продовженнi неперiодичних функцiй на кiнцях вiдрiзку наближення виника-
ють розриви шуканої функцiї; зрозумiло, що в околi цих розривiв спостерiгається вiдоме явище Гiббса,
що суттєво знижує точнiсть отримуваних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

Одним iз методiв подолання шкiдливого впливу явища Гiббса є методи Λ-пiдсумовування тригономе-
тричних многочленiв, якi дозволяють майже повнiстю усунути вплив явища Гiббса у середнiй частинi
вiдрiзку наближення [1, 6]. Проте на кiнцях цього вiдрiзку, в безпосереднiх околах точок розриву,
похибки розв’язку практично не зменшуються.

В роботi [2] було запропоновано метод фантомних вузлiв покращення збiжностi тригонометричних
полiномiв. Можна припустити, що застосування цього методу в задачах вiдшукання наближених розв’яз-
кiв диференцiальних рiвнянь дозволить зменшити похибки отримуваних розв’язкiв. Розглянемо це пи-
тання детальнiше.

Метод фантомних вузлiв полягає в тому, що кiлькiсть вузлiв сiтки ∆
′

N збiльшується на парну кiль-
кiсть 2m, m = 1, 2, ... вузлiв, якi називають фантомними; значення ж у фантомних вузлах задаються,
виходячи iз мiркувань усунення розривiв розв’язку та його похiдних при його перiодичному продов-
женнi. Виявляється, що застосування методу фантомних вузлiв дозволяє значно зменшити шкiдливий
вплив явища Гiббса та зменшити похибку наближеного розв’язку. Для iлюстрацiї застосування методу
фантомних вузлiв розглянемо тестовий приклад.

Нехай маємо таку крайову задачу
u′′(t)= 0; u(0)= 1; u(2π−λ)= 9. (11)

Нескладно переконатися, що точним розв’язком цiєї задачi буде пряма

u(t)=
9

2π
t+1.

Будемо шукати наближений розв’язок задачi (11). Покладемо N =9; вiдповiдно,

λ=
2π

9
; ti =

2π

9
(i−1), i =1, ..., 9.

Складаючи систему рiвнянь типу
f1 =A; ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n, f2n+1 =B, (12)

i розв’язуючи її, отримуємо наближений розв’язок T4(t).
Додамо тепер два фантомних вузли; значення у цих вузлах обчислюємо, використовуючи лiнiйну

iнтерполяцiю. Тепер

λ=
2π ·3

11
; ti =

2π

11
(i−1), i =1, ..., 11.

Точним розв’язком стає пряма

u(t)=
8

2π−α
t+1=

11

2π
t+1, t ∈

[

0,
8

11
2π
]

.

Складаючи систему рiвнянь типу
f1 =A; ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n; f2n+1 =B; f2n+2 =B1; f2n+3 =B2; (13)
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ti =
2π

2n+3
(i−1), i =1, ..., 2n+3; α=

2π ·3

2n+3
,

де
f2n+2 =6,333, f2n+3 =3,666,

отримуємо наближений розв’язок T5(t).
Додамо тепер чотири фантомних вузли; значення у цих вузлах обчислюємо через лiнiйну iнтерполя-

цiю. Тепер

λ=
2π ·5

13
; ti =

2π

13
(i−1), i =1, ..., 13.

Точним розв’язком стає пряма

u(t)=
8

2π−α
t+1=

13

2π
t+1, t∈

[

0,
8

13
2π
]

.

Складаючи систему рiвнянь типу
f1 =A;

ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n;

f2n+1 =B;

f2n+2 =B1;

f2n+3 =B2;

f2n+4 =B3;

f2n+5 =B4;

(14)

ti =
2π

2n+5
(i−1), i =1, ..., 2n+3, α=

2π ·5

2n+5
,

де
f2n+2 =7,4, f2n+3 =5,8, f2n+4 =4,2, f2n+5 =2,6,

отримуємо наближений розв’язок T6(t).
Зрозумiло, що вiдносна похибка наближених розв’язкiв, отриманих таким чином, залежить вiд кiль-

костi фантомних точок та вiд способу вибору значень у цих фантомних точках. Ми обмежимось розгля-
дом випадку, коли кiлькiсть фантомних точок є невеликою (2 та 4 фантомнi точки); значення ж у цих
фантомних точках ми будемо вибирати виходячи з таких мiркувань. У випадку, якщо вiдсутнi вiдомостi
про похiднi шуканого розв’язку, будемо застосовувати лiнiйну iнтерполяцiю. Якщо ж є оцiнки першої
або першої та другої похiдних шуканого розв’язку, то значення у фантомних вузлах будемо вибирати з
використанням цих оцiнок. Нарештi, iнколи вдається пiдiбрати такi значення у фантомних точках, при
яких досягаються аномальне зменшення похибки наближеного розв’язку.

Результати обчислень наведеного тестового прикладу (11), наводяться в таблицях 1, 2.
Таблиця 1. Вiдношення похибок розв’язкiв диференцiального рiвняння без фантомних вузлiв до похибок розв’язкiв
з двома фантомними вузлами

Кiлькiсть вузлових
точок

Лiнiйна
iнтерполяцiя

Iнтерполяцiя Ермiта
з 1-ю похiдною

Iнтерполяцiя Ермiта
з 1-ю та 2-ю похiдними

Значення
пiдiбранi

5 2,5 6,6 11 13,9
9 2,8 6,4 12 12
13 3 6,6 11,5 11

Таблиця 2. Вiдношення похибок розв’язкiв диференцiального рiвняння без фантомних вузлiв до похибок розв’язкiв
з чотирма фантомними вузлами

Кiлькiсть вузлових
точок

Лiнiйна
iнтерполяцiя

Iнтерполяцiя Ермiта
з 1-ю похiдною

Iнтерполяцiя Ермiта
з 1-ю та 2-ю похiдними

Значення
пiдiбранi

5 3,25 9,6 25,8 47
9 4,2 11 24 153
13 5,1 14,4 32,8 270,6

3.ВИСНОВКИ
Iз аналiзу даних випливає, що iснують набори значень у фантомних точках, при яких похибки набли-

жених розв’язкiв стають аномально малими. Цей факт виникає внаслiдок впливу ефекту аномального
зменшення похибки iнтерполяцiї при пiдiбраних значеннях фантомних точок, який розглядався в [5].

Слiд вiдзначити, що властивостi системи фундаментальних функцiй, якi використовуються при по-
будовi наближеного розв’язку, дозволяють позбутися залежностi кiлькостi рiвнянь алгебраїчних систем,
що пiдлягають розв’язанню, вiд кiлькостi фантомних вузлiв, оскiльки крайовi умови та значення фун-
кцiї у фантомних вузлах є вiдомими. Це дозволяє задавати кiлькiсть фантомних вузлiв, виходячи iз
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мiркувань забезпечення необхiдної точностi отримуваних розв’язкiв, не ускладнюючи при цьому задачу
вiдшукання невизначених параметрiв.

Способи вибору значень у фантомних вузлах вiдкривають можливостi використовувати бiльший обсяг
iнформацiї при вiдшуканнi наближеного розв’язку. Iнакше кажучи, через значення у фантомних вузлах
непрямим чином накладаються додатковi умови на шуканий розв’язок.

Запропонований метод потребує подальших дослiджень i вiдкриває широкi можливостi для побудови
швидкодiючих алгоритмiв побудови наближених розв’язкiв крайових задач для звичайних диференцi-
альних рiвнянь [5].
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