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Тригонометричнi сплайни та їх застосування
для розв’язання деяких задач небесної механiки
В.П.Денисюк, О.В.Негоденко*

Нацiональний авiацiйний унiверситет

Розглянуто чисельнi методи розв’язання диференцiальних рiвнянь руху небесних тiл. Запропоновано метод
побудови наближених розв’язкiв першої крайової задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку
зi змiнними коефiцiєнтами у виглядi тригонометричних сплайнiв з використанням методу фантомних вузлiв.
Невизначенi параметри визначаються методом колокацiй.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СПЛАЙНЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ НЕБЕСНОЙ
МЕХАНIКИ, Денисюк В.П., Негоденко Е.В. — Рассмотрены численные методы решения дифференциальных
уравнений движения небесных тел. Предложен метод построения приближенных решений первой краевой за-
дачи для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с переменными коэффициентами в виде
тригонометрических сплайнов с использованием метода фантомных узлов. Неопределенные параметры опре-
деляются методом коллокации.

TRIGONOMETRIC SPLINES AND THEIR APPLICATIONS TO SOLVE SOME PROBLEMS OF CELESTIAL MECHANI-
CS, by Denysiuk V.P., Negodenko Е.V. — There was suggested a method of constructing approximate solutions of
the first boundary problem for ordinary differential equations of the second order with variable coefficients in tri-
gonometric polynomials using the phantom nodes method. Unknown parameters are determined by collocation. An
example is given; it is shown that the relative error of the solution has reduced times with the introduction of phantom
nodes.
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1.ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Для прогнозування руху небесних тiл звичайно використовують чисельнi методи розв’язання дифе-
ренцiальних рiвнянь руху цих тiл.

В багатьох наукових виданнях [6–9] можна знайти виведення диференцiальних рiвнянь руху небе-
сних тiл i детальний опис їх властивостей. Там же розглянуто деякi види диференцiальних рiвнянь, для
знаходження розв’язку яких використовують чисельнi методи.

Задача про рух небесних тiл є задачею Кошi
y′ = f (t, y), t ∈ [t0,T ], y(t0)= y0, (1)

де y = {y1(t), y2(t), ..., ys(t)}, а y0 — задано. Якщо функцiя f (t, y) задовольняє умову Лiпшица
‖f (t, y1− f (t, y2)‖6L‖y1−y2‖ (2)

для всiх t ∈ [t0,T ] i для всiх s компонентiв векторiв y1 i y2, то при цих припущеннях можна довести
iснування єдиного розв’язку задачi (1), якщо вiн iснує [1].

Для розв’язку задачi Кошi застосовують рiзнi чисельнi методи, якi умовно можна подiлити на двi
групи — суто чисельнi та чисельно-аналiтичнi. Чисельнi методи не передбачають аналiтичний вигляд
розв’язку i дозволяють знаходити лише значення шуканого розв’язку при певних значеннях аргументу.

Чисельно-аналiтичнi розв’язки отримують у припущеннi, що шуканий розв’язок має заданий аналiти-
чний вигляд, що залежить вiд певної кiлькостi невизначених параметрiв; знаходження такого розв’язку
полягає у визначеннi значень цих параметрiв.

Переваги чисельних методiв у порiвняннi з чисельно-аналiтичними полягають у вiдноснiй простотi
їх реалiзацiї. До переваг же чисельно-аналiтичних методiв слiд вiднести можливiсть врахування деяких
аналiтичних властивостей шуканого розв’язку, якi часто бувають вiдомi апрiорi.

До чисельних методiв, що найчастiше використовуються в небеснiй механiцi, слiд вiднести одно-
кроковi методи типу Рунге–Кути, Батчера, Еверхарта тощо, та багатокроковi методи Адамса-Мультона-
Коуелла тощо.
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У цих методiв є спiльнi риси (елементи апроксимацiї полiномами, оцiнка точностi обчислень, крок
чисельного iнтегрування, iнтервал надiйностi розрахунку) i суттєвi вiдмiнностi (застосування подiле-
них рiзниць, використання похiдних, кiлькiсть крокiв, наявнiсть невiдомих величин в правiй частинi
нелiнiйних рiвнянь).

Суттєво iнший спосiб побудови неявних однокрокових алгоритмiв типу Рунге–Кути запропонував
Е.Еверхарт [10], який використав ряд за степенями незалежної змiнної.

В небеснiй механiцi диференцiальнi рiвняння умовно можна подiлити на три класи. Рiвняння першого
класу має вид

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t), i =1, 2, ...,n, (3)

де xi(t) — шуканi функцiї, а функцiї fi(x1, x2, ..., xn, t) задають таким чином, щоб їх можна було знайти
при довiльних заданих значеннях аргументiв.

До другого класу вiдносяться рiвняння другого порядку виду
d2xi

dt2
= fi
(

x1, x2, ..., xn,
dx1

dt
,
dx2

dt
, ...,

dxn

dt
, t
)

, i =1, 2, ...,n. (4)

Третiй клас рiвнянь найчастiше зустрiчається в небеснiй механiцi i має вигляд
d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn, t), i =1, 2, ...,n. (5)

В методi Еверхарта використовуються спецiальнi апроксимуючi полiноми за степенями кроку iнте-
грування. Степiнь цих полiномiв вибирають iз дослiджених: 7, 11, 15, 19, 23, 27. В процесi розрахункiв
можна взяти одне iз цих значень, але при невисокiй заданiй точностi iнтегрування нерацiонально зада-
вати високу степiнь полiномiв.

Виявилося, що алгоритм обчислень, не вимагаючи iнформацiї про положення об’єкта в попереднi
моменти часу, об’єднує всi переваги багатокрокових методiв (кiнцевi рiзницi високого порядку в чисель-
ному виглядi) i неявних методiв (прогноз i корекцiя) [2].

До чисельно-аналiтичних методiв слiд вiднести методи типу Бубнова–Гальоркiна; зрозумiло, що пев-
ною модифiкацiєю цього методу є i метод рядiв.

Серед рiзноманiтних чисельно-аналiтичних методiв практично вiдсутнi методи, при яких шуканий
розв’язок наближається тригонометричними многочленами.

Така ситуацiя пояснюється тим, що при застосуваннi тригонометричних многочленiв в задачах вiд-
шукання наближених розв’язкiв диференцiальних рiвнянь в загальному випадку на кiнцях вiдрiзку
наближення виникають розриви шуканої функцiї; зрозумiло, що в околi цих розривiв спостерiгається
вiдоме явище Гiббса, що суттєво знижує точнiсть отримуваних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

Одним iз методiв подолання шкiдливого впливу явища Гiббса є методи Λ-пiдсумовування тригономе-
тричних многочленiв, якi дозволяють майже повнiстю усунути вплив явища Гiббса у середнiй частинi
вiдрiзку наближення [4, 5]. Проте на кiнцях цього вiдрiзку, в безпосереднiх околах точок розриву,
похибки розв’язку практично не зменшуються.

Останнiм часом в теорiї наближень привертають увагу полiномiальнi сплайни. Проте составна при-
рода цих сплайнiв значною мiрою ускладнює їх застосування в задачах знаходження наближенипх
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.

В роботi [3] впроваджено тригонометричнi сплайни, якi є перiодичними. Такi сплайни зручно засто-
совувати для вiдшукання перiодичних розв’язкiв. Але перiодичнiсть є i недолiком для тригонометричних
сплайнiв. Оскiльки бiльшiсть функцiй, що зустрiчаються на практицi, не є перiодичними, то постає
питання про їх перiодичне продовження.

Спосiб перiодичного продовження функцiї на всю числову вiсь дослiджував А.С.Малiєв для покра-
щення збiжностi ряду Фур’є. При вiдшуканнi ж неперiодичних розв’язкiв вплив перiодичностi можна
значно послабити, застосовуючи запропонований в роботi метод фантомних вузлiв, що є узагальненням
методу Малiєва.

2.ПОБУДОВА НАБЛИЖЕНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ У ВИГЛЯДI ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ
СПЛАЙНIВ

Мета роботи полягає в розробцi методики знаходження наближеного розв’язку крайових задач для
звичайних диференцiальних рiвнянь другого класу (4) iз використанням методу фантомних вузлiв; до-
слiдження похибки наближеного розв’язку на типовому прикладi.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами
u′′+p(t)u′+q(t)u = f (t), t ∈ [0, 2π−α] (6)

та крайовими умовами
u(0)=A, u(2π−α)=B, (7)

де α, 0<α< 2π — параметр стискання, значення якого ми виберемо пiзнiше.
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Наближений розв’язок цього рiвняння будемо шукати у виглядi тригонометричного сплайна

Str (f ,∆N , t)=
a0

2
+

n
∑

k=1

αk(r,N)
[

a∗

kΦ
c
k(r,N , t)+b∗kΨ

s
k(r,N , t)

]

,

де

Φ
c
k(r,N , t)=

cos kt
kr+1 +

∞
∑

m=1

(

cos(mN +k)t
(mN +k)r+1 +

cos(mN −k)t
(mN−k)r+1

)

,

Ψ
s
k(r,N , t)=

sin kt
kr+1 +

∞
∑

m=1

(

sin(mN +k)t
(mN +k)r+1 −

sin(mN−k)t
(mN−k)r+1

)

,

[αk(r,N)]−1 =
1

kr+1 +

∞
∑

m=1

(

1

(mN +k)r+1 +
1

(mN −k)r+1

)

,

a0 =
2

N

N
∑

i=1

f (ti), a∗

k =
2

N

N
∑

i=1

f (ti) cos kti, b∗k =
2

N

N
∑

i=1

f (ti) sin kti, k=1, 2, ...,n.

Зрозумiло, що цей розв’язок мiстить 2n+1 невизначених параметрiв a0, a1, ..., an, b1, ..., bn.
Пiдставляючи тригонометричний сплайн в (6), (7), отримуємо

S′′

k +p(t)S′

k(t)+q(t)Sk(t)= f (t), (8)
з крайовими умовами

Sk(0)=A, Sk(2π−α)=B. (9)
Нев’язка ε(t) рiвняння (8) має вигляд

ε(t)=S′′

k +p(t)S′

k(t)+q(t)Sk(t)− f (t).
Для визначення параметрiв a0, a1, ..., an, b1, ..., bn задамо на вiдрiзку [0, 2π] 2n + 1 точок ti,

(i = 1, ..., 2n+1) з урахуванням того факту, що тригонометричний сплайн Sk(t) в силу перiодичностi
приймає однаковi значення у точках 0 i 2π. Враховуючи це, задамо точки ti, (i = 1, ..., 2n+1), таким
чином,

ti =
2π

2n+1
(i−1), i =1, ..., 2n+1.

Тодi для визначення параметрiв a0, a1, ..., an, b1, ..., bn маємо таку систему рiвнянь
Sk(t1)=A; ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n; Sk(t2n+1)=B. (10)

Зрозумiло, що в даному випадку ми покладаємо α=
2π

2n+1
.

Розв’язуючи цю систему рiвнянь, знайдемо значення невизначених параметрiв a0, a1, ..., an, b1, ..., bn.
В багатьох випадках зручнiшим є застосування iншої форми тригонометричного сплайна. Ця форма

має вигляд

Sk(t)=

2n+1
∑

k=1

fkS(k, t), (11)

де

S(k, t)=
1

N

(

1+2

(N−1)/2
∑

j=1

c(j, t) cos(j ·xk)+2

(N−1)/2
∑

j=1

s(j, t) sin(j ·xk)

)

(12)

c(k, t)=

cos(k, t)

kr+1 +
p

∑

m=1

cos[(mN +k) · t]

(mN +k)r+1 +
p

∑

m=1

cos[(mN −k) · t]

(mN −k)r+1

1

kr+1 +
p

∑

m=1

1

(mN +k)r+1 +
p

∑

m=1

1

(mN −k)r+1

,

s(k, t)=

sin(k, t)

kr+1 +
p

∑

m=1

sin[(mN +k) · t]

(mN +k)r+1 +
p

∑

m=1

sin[(mN −k) · t]

(mN −k)r+1

1

kr+1 +
p

∑

m=1

1

(mN +k)r+1 +
p

∑

m=1

1

(mN −k)r+1

,

а fk, (k=1, 2, ..., 2n+1) — невизначенi параметри.
Оскiльки

S(k, tj)=

{

1, k= j;

0, k 6= j,
(13)

то зрозумiло, що невизначенi параметри fk, (k = 1, 2, ..., 2n+1) являють собою значення наближеного
шуканого розв’язку у вузлових точках tk, (k=1, 2, ..., 2n+1).

Пiдставляючи вирази (11), (12) в рiвняння (6) з урахуванням крайових умов (7) та виразу (13),
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отримуємо таку систему рiвнянь
f1 =A; ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n; f2n+1 =B. (14)

Як ми вже казали ранiше, при такому пiдходi у точках 0 i 2π спостерiгається явище Гiббса. Для
послаблення впливу цього явища застосуємо метод фантомних вузлiв покращення збiжностi тригономе-
тричних многочленiв. Для цього збiльшимо кiлькiсть точок на парне число; значення у цих точках, якi
ми позначимо B1,B2, ...,B2m, (m=1, 2, ...), можна вибрати, наприклад, обчислюючи у вiдповiдних точках
значення прямої, що з’єднує точки B та A. Тодi система рiвнянь (14) для двох фантомних вузлiв набуває
вигляду

f1 =A; ε(ti)= 0, i =2, 3, ..., 2n; f2n+1 =B; f2n+2 =B1; f2n+3 =B2, (15)
де

ti =
2π

2n+3
(i−1), i =1, ..., 2n+3; α=

2π ·3

2n+3
.

Для чотирьох фантомних вузлiв система рiвнянь набуває вигляду
f1 =A; ε(ti)=0, i=2, 3, ..., 2n; f2n+1 =B; f2n+2 =B1; f2n+3 =B2; f2n+4 =B3; f2n+5 =B4; (16)

де

ti =
2π

2n+5
(i−1), i =1, ..., 2n+5; α=

2π ·5

2n+5
.

Зрозумiло, що вiдносна похибка наближених розв’язкiв, отриманих таким чином, залежить вiд кiль-
костi фантомних точок та вiд способу вибору значень у цих фантомних точках. Ми обмежились роз-
глядом випадку, коли кiлькiсть фантомних точок є невеликою (2 та 4 фантомнi точки); значення ж
у цих фантомних точках вибиралися, використовуючи рiзнi способи. Для тестування даного методу
розглядалась крайова задача

u′′(t)= 0, u(0)= 1, u(2π−α)= 9,
для якої шукали наближений розв’язок. Результати обчислень наводяться в табл. 1.
Таблиця 1. Вiдношення вiдносних похибок розв’язкiв диференцiального рiвняння без фантомних вузлiв до вiдносної
похибки з фантомними вузлами

Кiлькiсть
вузлових

точок

Кiлькiсть
фантомних

вузлiв

Лiнiйна
iнтерполяцiя

З урахування
I похiдної

З урахування
I та II похiдних

Значення
пiдiбранi

5
2 2,5 2,8 4,2 5,2
4 3,2 6,4 12,3 25,7

9
2 2,95 4,79 8,52 8
4 4,12 8,85 17,69 250

Способи вибору значень у фантомних вузлах вiдкривають можливiсть використовувати бiльший обсяг
iнформацiї при вiдшуканнi наближеного розв’язку; iнакше кажучи, через значення у фантомних вузлах
непрямим чином використовуються додатковi вiдомостi про шуканий розв’язок.

3.ВИСНОВКИ
Проведено аналiз чисельних методiв для розв’язання задач небесної механiки; дослiджено метод

знаходження наближених розв’язкiв крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь виду (4)
для випадкiв, коли цей розв’язок наближується тригонометричними сплайнами.

Запропоновано метод фантомних вузлiв, що є методом перiодичного продовження неперiодичних
функцiй, застосування якого дозволяє враховувати диференцiальнi властивостi отримуваних перiоди-
чних функцiй з диференцiальними властивостями вихiдної неперiодичної функцiї та дозволяє значно
зменшити похибки наближення функцiї.

Цей метод заснований на тому, що розв’язок шукається у виглядi тригонометричних сплайнiв, якi за-
лежать вiд невизначених параметрiв, для знаходження яких складається система лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь.

Характерною особливiстю даного методу є те, що в ролi невизначених параметрiв виступають значе-
ння шуканого розв’язку. Це дозволяє видiляти областi розбiжностi, оскiльки тригонометричнi сплайни
мають фундаментальну форму подання i дозволяють змiнювати диференцiальнi властивостi шуканих
розв’язкiв. Застосування тригонометричних сплайнiв через фундаментальнi функцiї дозволяє отримати
розв’язки в масштабi реального часу. Тому даний метод є цiкавим для розв’язання теоретичних задач
небесної механiки.
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