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Розроблено основи теорiї узагальнених тригонометричних функцiй. Наводиться приклад використання цiєї
теорiї, який iлюструє ефект розгортання частот, протилежний вiдомому ефекту накладання частот.

ОБОБЩЕННЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ, Денисюк В.П. — Разработаны
основы теории обобщенных тригонометрических функций. Приводится пример применения этой теорiї, кото-
рый приводит к эффекту разворачивания частот, обратный известному эффекту наложения частот.

GENERALIZED TRIGONOMETRIC FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, by Denysyuk V.P. — The basics of
generalized trigonometric functions theory are developed. We give an example of this theory application illustrating
the effect of frequencies deployment which is inverse to the well-known effect of overlaying frequencies.
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1.ВСТУП

При обробцi цифрових сигналiв в галузях космiчного радiозв’язку, телеметрiї, радiолокацiйних дослi-
джень, радiоастрономiї, обробцi зображень тощо широке застосування знаходять методи спектральних
дослiджень, що базуються на дискретних перетвореннях Фур’є. Серед похибок, що виникають при ви-
користаннi цих перетворень, найбiльш дошкульною є добре вiдома похибка, що носить назву ефекту
накладання частот. Одним з пiдходiв до зменшення шкiдливого впливу цього ефекту на результати до-
слiджень є пiдхiд, при якому ефект накладання частот розглядається з точки зору теорiї узагальнених
тригонометричних функцiй; такий пiдхiд i розглядається в данiй роботi.

Узагальненi тригонометричнi функцiї подаються розбiжними тригонометричними рядами. Як вiдо-
мо [1], розбiжнi ряди не мають суми у звичайному розумiннi. Одним з пiдходiв до побудови їх сум
є пiдхiд, при якому дають нове визначення суми ряду, застосовне як для всiх збiжних рядiв, так i
для деяких розбiжних рядiв; при цьому вiд визначення слiд вимагати, щоб для збiжних рядiв нова
сума спiвпадала iз звичайною. Такий пiдхiд є досить розвиненим i застосовується до широкого класу
числових та функцiональних рядiв.

Розбiжнi тригонометричнi ряди часто виникають при диференцiюваннi збiжних рядiв. Для деяких
класiв таких рядiв можна запропонувати пiдхiд, при якому вихiдний розбiжний ряд визначає деяку уза-
гальнену функцiю, яка не має значень у звичайному розумiннi. Проявляється така узагальнена функцiя
лише у виглядi згортки з функцiями певних класiв, якi можна назвати основними. Такий пiдхiд, який є
аналогом пiдходу до визначення узагальнених δ-функцiй, розглядається в данiй роботi.

2.ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ

Розглядається клас узагальнених тригонометричних функцiй, що подаються розбiжними тригономе-
тричними рядами, коефiцiєнти яких мають певний порядок зростання; будуються згортки цих узагаль-
нених функцiй з функцiями певних класiв. Розглядається одне iз застосувань таких функцiй у важливiй
задачi теорiї обробки сигналiв.

3.РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛIДЖЕНЬ

Розглянемо тригонометричний ряд

a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos kt+bk sin kt

)
.

Нехай коефiцiєнти цього ряду ak, bk мають порядок зростання kρ, 16 ρ<∞; в подальшому будемо
позначати цi коефiцiєнти ak(ρ), bk(ρ). Позначимо також через [ρ] цiлу частину ρ; тодi [ρ]6 ρ< [ρ]+1.
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Чисто формально позначимо

ϕ(ρ, t)=
a0(ρ)

2
+

∞∑

k=1

(
ak(ρ) cos kt+bk(ρ) sin kt

)
. (1)

Зрозумiло, що ряд, який визначає функцiю ϕ(ρ, t), є розбiжним у кожнiй точцi вiдрiзку [0, 2π]; отже,
функцiя ϕ(ρ, t) не є функцiєю у звичайному розумiннi.

Введемо таке означення. Функцiї, якi визначаються розбiжними тригонометричними рядами типу
(1), будемо називати узагальненими тригонометричними функцiями.

Проявляються узагальненi тригонометричнi функцiї лише у взаємодiї з iншими функцiями певних
класiв, якi ми будемо називати основними.

Припустимо, що деяка функцiя µ(γ, t) є основною для функцiї ϕ(ρ, t). Будемо вимагати, щоб згортка
функцiй µ(γ, t) i ϕ(ρ, t), що визначається формулою

F(ϕ,µ, t)=

2π∫

0

ϕ(ρ, t−τ)µ(γ, τ) dτ, (2)

була звичайною функцiєю; природно вважати цю функцiю результатом дiї узагальненої тригонометричної
функцiї ϕ(ρ, t) на основну функцiю µ(γ, t).

Нескладно помiтити, що така ситуацiя повнiстю аналогiчна ситуацiї iз δ-функцiями Дiрака: як вi-
домо, δ-функцiя не є функцiєю у звичайному розумiннi i задається лише на класах основних функцiй
(див., наприклад, [2]). Проте, слiд вiдзначити i певнi вiдмiнностi узагальнених тригонометричних фун-
кцiй вiд δ-функцiями Дiрака. Так, зокрема, узагальненi тригонометричнi функцiї залежать вiд параметра
ρ; зрозумiло, що i клас основних функцiй в загальному випадку також залежить вiд цього параметра.

Розглянемо питання iснування узагальнених тригонометричних функцiй i вiдповiдних їм класiв
основних функцiй детальнiше.

Перш за все вiдзначимо, що в ролi основних функцiй, на яких задано узагальненi тригонометри-
чнi функцiї, ми будемо використовувати лише парнi перiодичнi функцiї; вiдповiдно згортка основних
перiодичних функцiй з узагальненими тригонометричними функцiями також буде перiодичною.

Припустимо, що основну функцiю µ(γ, t) можна подати у виглядi ряду Фур’є

µ(γ, t)=
ν0(γ)

2
+

∞∑

k=1

νk(γ) cos kt. (3)

В роботах [3, 4] було показано, що при цих умовах згортку (2) можна подати у виглядi

F(ϕ,µ, ρ, γ, t)=

2π∫

0

ϕ(ρ, t−τ)µ(γ, τ) dτ =
a0

2

ν0(γ)

2
+

∞∑

k=1

νk(γ)
(
ak(ρ) cos kt+bk(ρ) sin kt

)
, (4)

за умови рiвномiрної збiжностi ряду у правiй частинi (4).
Будемо вимагати, щоб ряд в (4), який визначає функцiю F(ϕ,µ, ρ, γ, t), збiгався рiвномiрно. Для

рiвномiрної збiжностi цього ряду, згiдно з ознакою Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi функцiональних
рядiв, достатньо, щоб добутки коефiцiєнтiв νk(γ)ak(ρ) та νk(γ)bk(ρ), що входить до (4), мали порядок
спадання O(k−τ), τ > 1. Оскiльки коефiцiєнти ak(ρ) та bk(ρ) мають порядок зростання kρ, зрозумiло, що
коефiцiєнти νk(γ) основної функцiї µ(γ, t) повиннi мати порядок спадання k−(ρ+τ); отже, γ> ρ+1. В ролi

таких коефiцiєнтiв Фур’є можуть виступати вирази типу
ψ(k)

kγ
, sin

ψ(k)

kγ
тощо, де ψ(k) — деякi обмеженi

функцiї, не рiвнi тотожно 0. При цьому основнi функцiї подаються рiвномiрно збiжними рядами

µ(γ, t)=
1

2
+

∞∑

k=1

ψ(k)
kγ

cos kt, µ(γ, t)=
1

2
+

∞∑

k=1

sin
ψ(k)
kγ

cos kt. (5)

Ця формула надає можливостi конструювати необхiднi основнi функцiї.
Вимоги до основних функцiй можна сформулювати й iнакше. Оскiльки порядок спадання коефi-

цiєнтiв Фур’є деякої функцiї визначається її диференцiальними властивостями (див., наприклад, [4]),
нескладно прийти до висновку, що основнi функцiї мають бути перiодичними, парними, неперервними та
мати неперервнi похiднi до порядку [ρ] включно; похiдна ж порядку [ρ]+1 має мати обмежену варiацiю.
За цих умов коефiцiєнти Фур’є цих функцiй мають порядок спадання γ> [ρ]+2.

При такому пiдходi в ролi основних функцiй можуть виступати класси функцiй з керованою глад-
кiстю, а саме B-сплайни вiдповiдних порядкiв, фундаментальнi функцiї полiномiального та тригономе-
тричного типу, розглянутi нами в [4] тощо. Зауважимо, що перелiченi класи функцiй залежать i вiд
параметра α i при α→ 0 утворюють δ-подiбнi послiдовностi. З цього негайно випливає той факт, що за
умови розгляду (4) як методiв пiдсумовування розбiжних рядiв, ми отримуємо F-ефективнi методи [1].

Зрозумiло, що в ролi основних функцiй можна також вибирати i класи перiодичних, нескiнченно
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диференцiйованих функцiй; проте при цьому слiд зважати на те, що коефiцiєнти Фур’є таких функцiй
обчислюються досить складно.

Розглянемо одне важливе застосування узагальнених тригонометричних функцiй в задачах теорiї
обробки сигналiв.

Припустимо, що модель аналогового сигналу (надалi для простоти замiсть термiну “модель сигналу”
ми будемо вживати термiн “сигнал”), який характеризує деякий процес, подається виразом

f (t)=
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos kt+bk sin kt

)
, t∈ [0, 2π). (6)

У сучасних вимiрювальних системах цей сигнал дискретизують з рiвномiрним кроком h = 2π/N .

Iнакше кажучи, на напiввiдрiзку [0, 2π) задають сiтку ∆N = {ti}N
i=1, ti =

2π

N
(i−1), (N =2n−1,n=1, 2, ...),

i ставлять у вiдповiднiсть сигналу f (t) послiдовнiсть {f (ti)}N
i=1 = {fi}N

i=1 його значень у вузлах сiтки ∆N .
Зрозумiло, що при цьому приймають припущення про те, що характеристики аналогового сигналу з
достатньою точнiстю можуть бути отриманi iз аналiзу послiдовностi {fi}N

i=1.
Прийняття такого припущення грунтується на вiдомiй теоремi Котельнiкова–Шеннона, яка розглядає

функцiї з обмеженим спектром — цiлi функцiї. Проте на практицi умови цiєї теореми не виконуються,
оскiльки реальнi сигнали не є цiлими функцiями, а отже, не можуть мати обмежений спектр (див.,
напр. [5]).

З теореми Котельнiкова–Шеннона випливає той факт, що знання лише послiдовностi значень анало-
гового сигналу замало для отримання характеристик цього сигналу з довiльною точнiстю; необхiдно ще
i знання класу функцiй, до якого належить сигнал. Так, в цiй теоремi клас функцiй задається вимогою
того, щоб цi функцiї мали обмежений спектр, тобто були цiлими.

Класи функцiй, до яких належить аналоговий сигнал, можна задавати рiзними способами. В данiй
роботi ми будемо розглядати класи перiодичних функцiй, що мають абсолютно неперервнi похiднi до
(m−1)-го (m=1,2, ...) порядку включно; похiдну ж порядку m ми будемо вважати функцiєю обмеженої
варiацiї, яка може бути i розривною. Класи таких функцiй ми будемо позначати Vm. При цьому ми
вважаємо, що функцiї класу V 0 є функцiями обмеженої варiацiї.

Такi класи функцiй є природними для сигналiв, пов’язаних iз перемiщенням матерiальних об’єктiв.
Зрозумiло, що прискорення таких об’єктiв не може змiнюватися стрибком, а отже, сигнал, що подає
перемiщення такого об’єкту, має неперервнi похiднi першого i другого порядку, тобто належить класу V 3.

Виходячи з тих же мiркувань, можна вважати, що сигнал, який подає швидкiсть матерiального
об’єкту, має неперервну похiдну першого порядку належить класу V 2, а сигнал, який подає прискорення,
є неперервним i належить класу V 1.

Розглянемо методи обробки дискретних послiдовностей сигналiв iз врахуванням апрiорних вiдомо-
стей про диференцiальнi властивостi сигналу при спектральних вимiрюваннях бiльш детально.

Нехай сигнал f (t) ∈Vm, (m = 0,1, ...) подається виразом (6) i замiнюється послiдовнiстю значень
{fi}N

i=1 у вузлах сiтки ∆N . Дискретнi коефiцiєнти Фур’є a∗

k , b∗k , (k=1, 2, ...,n) сигналу обчислюються за
формулами

a∗

0 =
2

N

N∑

i=1

fi, a∗

k =
2

N

N∑

i=1

fi cos kti, b∗k =
2

N

N∑

i=1

fi sin kti, k=1, 2, ...,n. (7)

Пiдставляючи в цi формули значення функцiї fi = f (ti), нескладно встановити зв’язок мiж точними
коефiцiєнтами Фур’є ak, bk, (k=1,2, ...) i дискретними коефiцiєнтами a∗

k , b∗k , (k=1,2, ...,n). Цей зв’язок
подається такими формулами:

a∗

0

2
=

a0

2
+

∞∑

m=1

a2mN ; a∗

k = ak +

∞∑

m=1

(
amN+k +amN−k

)
; b∗k = bk +

∞∑

m=1

(
bmN+k−bmN−k

)
. (8)

Формули (8) подають добре вiдомий ефект накладання частот, який виникає при замiнi аналого-
вого сигналу дискретною послiдовнiстю його значень. Зрозумiло, що вплив цього ефекту, який можна
характеризувати виразами

εck = |a∗

k −ak|=
∞∑

m=1

(
amN+k +amN−k

)
; εsk = |b∗k −bk|=

∞∑

m=1

(
bmN+k−bmN−k

)
,

визначається порядком спадання точних коефiцiєнтiв Фур’є; в свою чергу, цей порядок спадання визна-
чається диференцiальними властивостями сигналу, тобто вибраним класом Vm.

Враховуючи вищенаведене, можна сформулювати задачу вiдновлення сигналу у такiй постановцi:
побудувати функцiю f (t), яка

а) належить заданому класу Vm, тобто f (t)∈Vm;
б) у вузлах сiтки ∆N приймає значення {fi}N

i=1.
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Таке вiдновлення ми будемо здiйснювати iз застосуванням теорiї узагальнених тригонометричних
функцiй. Розглянемо узагальнену тригонометричну функцiю

ϕ(0, t)=
a∗

0

2
+

∞∑

k=1

(
a∗

k cos kt+b∗k sin kt
)
. (9)

Ряд (9) є розбiжним, оскiльки його коефiцiєнти утворюють перiодичнi послiдовностi i не прямують
до 0 iз зростанням їх номерiв; отже, цей ряд являє собою узагальнену тригонометричну функцiю iз
порядком зростання коефiцiєнтiв ρ=0.

В ролi основних функцiй будемо вибирати B-сплайни порядкiв 0, 1, що належать класам V 0 та V 1,
та полiномiальнi ермiтовi та простi сплайни, що належать класам V 2 та V 3.

Розглянемо приклад. Нехай на вiдрiзку [0, 2π) спостерiгався сигнал f (t). Нехай також N =9, а послi-
довнiсть значень сигналу {fi}9

i=1 на сiтцi ∆9 має вигляд {2, 1, 3, 2, 4, 1, 3, 1, 3}. Обчислюючи коефiцiєнти
a∗

k , b∗k , (k=1, 2, ...,n) за формулами (7), утворимо узагальнену тригонометричну функцiю згiдно з (9).
Припустимо, що сигнал f (t)∈V 0 . Знайдемо згортку узагальненої функцiї ϕ(0, t) iз B-сплайном 0-го

порядку B0(t), B0(t)∈V 0. Оскiльки коефiцiєнти Фур’є такого сплайна мають вигляд

νk(1)= sinc

(
πk
N

)
, де sinc(x)=

sin x
x

,

маємо

F(ϕ,B0, 0, 1, t)=

2π∫

0

ϕ(0, t−τ)µ(1, τ) dτ =
a0

2
+

∞∑

k=1

sinc

(
πk
N

)
·
(
ak(ρ) cos kt+bk(ρ) sin kt

)
. (10)

Графiк функцiї F(ϕ,B0, 0, 1, t) наводиться на рис. 1.
Рис. 1 потребує певного коментаря. Перш за все вiдзначимо, що порядок спадання коефiцiєнтiв νk(1)

є O(n−1); такий ряд збiгається за ознакою Дiрiхле, проте збiжнiсть ряду в (10) не є рiвномiрною
i сума цього ряду F(ϕ,B0, 0, 1, t) є розривною функцiєю обмеженої варiацiї. Цей випадок становить
певний iнтерес, оскiльки таке ступiнчасте вiдновлення часто застосовують на практицi. Зауважимо, що
у вузлах сiтки ∆9 функцiя F(ϕ,B0, 0, 1, t) приймає такi ж значення, що i вихiдний сигнал f (t).

Припустимо тепер, що сигнал f (t)∈V 1. Знайдемо згортку узагальненої функцiї ϕ(0, t) iз В-сплайном
1-го порядку B1(t), B1(t)∈V 1. Оскiльки коефiцiєнти Фур’є такого сплайна мають вигляд

νk(2)=
[
sinc

(πk
N

)]2
,

маємо

F(ϕ,B1, 0, 2, t)=

2π∫

0

ϕ(0, t−τ)µ(2, τ) dτ =
a0

2
+

∞∑

k=1

(
sinc

πk
N

)2 (
ak(ρ) cos kt+bk(ρ) sin kt

)
. (11)

Графiк функцiї F(ϕ,B1, 0, 2, t) наводиться на рис. 2
В цьому випадку порядок спадання коефiцiєнтiв νk(2) є O(n−2); отже, збiжнiсть ряду в (11) є рiвно-
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мiрною i сума цього ряду F(ϕ,B1, 0, 2, t) є неперервною функцiєю, похiдна якої є функцiєю обмеженої
варiацiї.

У випадку, коли сигнал f (t)∈V 2, в ролi основної функцiї виберемо полiномiальний ермiтiв сплайн
3-го порядку, коефiцiєнти Фур’є якого визначаються таким чином:

νk(3)=

(
3 sinc

πk
N

−2 cos
πk
N

)
·
[
sinc

(
πk
N

)]3
. (12)

Графiк функцiї F(ϕ,Se3, 0, t) наводиться на рис. 3.
В цьому випадку порядок спадання коефiцiєнтiв νk(3) є O(n−3); отже, збiжнiсть ряду в (9) є рiвно-

мiрною i сума цього ряду F(ϕ,Se3, 0, 3, t) є неперервною функцiєю, що має неперервну першу похiдну.
Як i ранiше, у вузлах сiтки ∆9 ця функцiя приймає такi ж значення, що i вихiдний сигнал f (t).

Нарештi, у випадку, коли сигнал f (t)∈V 3, в ролi основної функцiї виберемо полiномiальний простий
кубiчний сплайн, коефiцiєнти Фур’є якого визначаються таким чином:

νk(4)=
3
[
sinc

(
πk

N

)]4

2+cos
(

2πk

N

) . (13)

Графiк функцiї F(ϕ,S3, 0, 4, t) наводиться на рис. 4.
В цьому випадку порядок спадання коефiцiєнтiв νk(4) є O(n−4); отже збiжнiсть ряду в (9) є рiвномiр-

ною i сума цього ряду F(ϕ,S3, 0, t) є неперервною функцiєю, що має неперервнi першу i другу похiднi.
Як i ранiше, у вузлах сiтки ∆9 ця функцiя приймає такi ж значення, що i вихiдний сигнал f (t).

Важливо вiдзначити, що правi частини формул (9)–(13) являють собою тригонометричнi ряди Фур’є,
що мiстять нескiнченну кiлькiсть коефiцiєнтiв; цi коефiцiєнти мають певний порядок спадання. Далi, су-
ми цих рядiв у вузлах сiтки ∆9 iнтерполюють послiдовнiсть значень сигналу {fi}9

i=1, тобто узгоджуються
з наявною iнформацiєю про сигнал.

Враховуючи це, можна зробити важливий висновок про те, що має мiсце ефект розгортання частот,
протилежний ефекту накладання частот.

4.ВИСНОВКИ

В роботi розглядається клас узагальнених тригонометричних функцiй, якi подаються розбiжними
тригонометричними рядами. Цi функцiї не мають значень у звичайному розумiннi i проявляють себе
лише у взаємодiї iз функцiями певних класiв — основними функцiями. Така ситуацiя є певним аналогом
узагальнених δ-функцiй Дiрака.

При проведеннi прикладних дослiджень, зокрема в галузi обробки вимiрювальних сигналiв, часто
виникають розбiжнi тригонометричнi ряди. Запропонованi в роботi узагальненi тригонометричнi функцiї
надають можливiсть виконання коректних дiй з такими рядами.

Застосування узагальнених тригонометричних функцiй в задачах теорiї обробки вимiрювальних си-
гналiв, дозволило отримати важливий ефект розгортання частот, який є протилежний добре вiдомому
ефекту накладання частот.

Подальше вивчення застосувань узагальнених тригонометричних функцiй є перспективним, оскiльки,
як iлюструє наведений приклад, в багатьох випадках дозволяє пiдвищити точнiсть обробки вимiрюваль-
них сигналiв.
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