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Можливiсть визначення широти i полярного
стиснення гiроскопiчним теодолiтом
В.М.Гладiлiн

Нацiональний авiацiйний унiверситет

Вимiрювання коливань вiсi гiромотора у вертикальнiй площинi дає змогу визначати напрям геодезичного ме-
ридiану. Для пiдвищення точностi визначення геодезичного азимута пропонується встановити аналiтичну
залежнiсть демпфiрованих коливань гiромотора i вiдлiки системи спостережень накладати на цей графiк.
Для скорочення часу спостережень необхiдно запрограмувати модель коливань гiроскопа та його параметри i
використовувати їх для визначення геодезичного азимута. Вимiрювання коливань вiсi гiромотора у вертикаль-
нiй площинi дають змогу визначити широту мiсця встановлення гiротеодолiта. Фазова траєкторiя руху вiсi
гiромотору має вигляд спiралi, яка добре апроксимується логарифмiчною спiраллю, вiдношення пiвосей якої
дає змогу визначити полярне стиснення Землi, яке у числовому виглядi спiвпадає з загальноземним WGS-84.

ВОЗМОЖНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ШИРОТЫ И ПОЛЯРНОГО СЖАТИЯ ГИРОСКОПИЧЕСКИМ ТЕОДОЛИТОМ,
Гладилин В.Н. — Измерение колебаний оси гиромотора гиротеодолита в горизонтальной плоскости дает
возможность определить направление геодезического меридиана. Для повышения точности определения гео-
дезического азимута предлагается установить аналитическую зависимость демпфируемых колебаний гиро-
мотора и отсчеты наблюдательной системы наложить на этот график. Для сокращения времени измерений
необходимо запрограммировать модель колебаний гироскопа и эти параметры использовать для определения
геодезического азимута. Измерение колебаний оси гиромотора гиротеодолита в вертикальной плоскости да-
ют возможность определить широту места установки гиротеодолита. Фазовая траектория движения оси
гиромотора имеет вид спирали, которая хорошо аппроксимируется логарифмической спиралью, отношение
полуосей которой дает возможность определить полярное сжатие Земли которое в числовом виде совпадает
с общеземным WGS-84.

A POSSIBILITY TO DETERMINE THE LATITUDE AND THE POLAR FLATTENING OF THE EARTH USING THE
GYROSCOPIC THEODOLITE, by Gladilin V.N. — The measuring of the oscillation of the gyromotor axis of the
gyrotheodolite in a horizontal plane gives an opportunity to obtain the direction of the geodesic meridian. For the
increasing of accuracy of the geodesic azimuth determination it is suggested to determine the analytical dependence
of the damped vibrations of the gyromotor and to superimpose the readouts of the observational system on this
graph. For the reduction of measuring time it is necessary to program the model of oscillations of the gyroscope,
to define its parameters and to use them for the determination of the geodesic azimuth. The measuring of the
oscillations of the gyromotor axis of the gyrotheodolite in a vertical plane gives an opportunity to define the latitude
of the gyrotheodolite placing. The phase trajectory of the gyromotor axis movement is spiral-like and can be well
approximated by a logarithmic spiral, the ratio of the semiaxes of which allows to determine the polar flattening of
the Earth that coincides with the common terrestrial WGS-84 in numeric form.
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Key words: gyrotheodolite; geodesic meridian; latitude.

1.ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

У всiх роботах, на якi є посилання в цiй статтi, а також у багатьох iнших розглядаються коливання
вiсi гiроскопа у горизонтальнiй площинi i мало надається уваги коливанням у вертикальнiй площинi,
якi залежать вiд широти мiсця встановлення гiротеодолiта. У всiх гiротеодолiтiв i гiроскопiчних насадок
перiод коливань складає вiд трьох до дванадцяти хвилин на широтi ϕ=60◦ (мiж двома точками реверсiї)
i залежить вiд широти точки встановлення. За методикою необхiдно провести визначення напрямку вiсi
гiроскопа за чотирма точками реверсiї, протягом до двадцяти хвилин, з урахуванням часу визначення
вiльних коливань (до двох хвилин) перед пуском i пiсля, а також часу входження гiромотора у необхi-
дний режим i його зупинки, i спостереження геодезичних пунктiв, загальна тривалiсть вимiрювань на
одному пунктi буде у межах до двох годин. За тривалий час роботи гiромотора зростає його температура
i температура торсiонного пiдвiсу, що вносить додатковi помилки у визначення напряму його вiсi.

2.АНАЛIЗ ПУБЛIКАЦIЙ

У роботах [1, 2, 3, 5] скорочення часу спостережень зводиться до зменшення кiлькостi спостере-
жень точок реверсiї до трьох або двох, але iз суттєвим зниженням точностi визначення напрямку вiсi
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гiроскопа. У роботi [3] наведено деякi розрахунки стосовно визначення широти мiсця спостережен-
ня гiротеодолiтом. У роботi [6] пропонується для зменшення часу спостережень визначати коефiцiєнт
демпфiрування або декремент затухання коливань, а також попереднє точнiше орiєнтування вiсi гiро-
теодолiта.

3.ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ
Щоб уникнути перелiчених вище помилок важливою проблемою є зменшення часу визначення на-

прямку вiсi гiромотора гiротеодолiта. При сучасному розвитку мiкропроцесорiв, в яких можливо запро-
грамувати модель коливань гiроскопа iз визначеними параметрами для кожного окремого гiротеодолiта,
якi будуть практично не змiннi для справного приладу. Це дасть можливiсть визначити напрям вiсi
гiроскопа за одним або двома вiдлiками i не обов’язково точок реверсiї, що значно скоротить час спо-
стережень на пунктi i зменшить вплив суб’єктивних помилок спостерiгача. Для цього знятi вiдлiки
накладаються на графiк перехiдної кривої, яка заздалегiдь визначається для кожного гiротеодолiта. Ви-
значення вертикальної складової коливань осi гiромотора є важливою задачею для визначення широти
мiсця i полярного стиснення Землi

4.ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО МАТЕРIАЛУ
Диференцiальне рiвняння затухаючого коливання має вигляд [4]:
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де c1 i c2 — довiльнi постiйнi. Введемо постiйнi A i Φ0, якi пов’язанi з c1 i c2 спiввiдношеннями
AsinΦ0 = c1, AcosΦ0 = c2 (A>0, −π<Φ0 6π),

i тодi розв’язок рiвняння (2) буде:
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)
, (3)

що є рiвнянням перехiдного процесу (коливального кiльця), яке визначається формулою з [5], яка
тотожна рiвнянню (3).

У цих формулах A — початкове вiдхилення системи слiдкування (початкова амплiтуда); τ =
√

I/k
— постiйна часу системи слiдкування, яка характеризує iнерцiйнiсть кiльця; ε=

c

2
√

I k
— коефiцiєнт

вiдносного демпфiрування; Φ0 — початкова фаза; t — час спостережень; I — момент iнерцiї гiроскопа
вiдносно його осi обертання; k — кутова жорсткiсть струни кручення; c — коефiцiєнт демпфiрування.

За формулою (3) можна обчислити вiдхилення вiсi гiроскопа вiд астрономiчного (геодезичного) ме-
ридiана.

При ε= 0 частота власних коливань гiроскопа в перехiдному процесi буде ωп = ω0 = 1/τ, при ε= 1
ωп =0, тобто, якщо вiсь гiроскопа не буде коливатись навколо меридiана (що суперечить теорiї гiроско-
пiчного орiєнтування), при 06 ε<1

ωп =ω0

√
1−ε2, (4)

i звiдси

ε=1− ω2
п

ω2
0

, (5)

де кутова швидкiсть ω0 є власна частота коливань системи.
Перiод незатухаючих перiодичних коливань визначається за формулою

T =
2π
ωп

=2πτ. (6)
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Час, за який заспокоюється коливальна система, є часом закiнчення перехiдного процесу, обчислює-
ться за формулою

tп ≈
3τ
ε

. (7)

В iдеальному випадку iз теорiї гiроскопа [3, 4, 5] випливає, що вiсь гiроскопа здiйснює незатухаючi
коливання як у горизонтальнiй (коливання вiдносно площини геодезичного меридiана, рух зовнiшньої
рамки), так i в вертикальнiй площинах (коливання вiдносно геодезичної широти ϕ, рух внутрiшньої
рамки). Якщо коливання вiсi гiроскопа у горизонтальнiй площинi вiдбувається вiдносно меридiана, коли
вiсь направлена на пiвнiч, то у вертикальнiй площинi вiсь виконує коливання вiдносно положення,
яке пiднято над площиною горизонту на деякий невеликий кут ∆β. Цей кут необхiдний гiроскопу
для забезпечення неперервного руху його зовнiшньої рамки у свiтовому просторi слiдом за площиною
меридiана Землi з вертикальною складовою кутової швидкостi ωз.в..

Траєкторiя руху маятникового гiроскопу наведена на рис. 1. Центр елiпса є асимптотичним i недося-
жним для системи, тому що коливання незатухаючi, або слабко затухаючi.

Рис. 1. Траєкторiя руху вiсi маятникового гiроскопа: а — якщо коливання не затухаючi; б — якщо коливання
демпфiруються

Так як вертикальна складова ωз.в. завжди має мiсце, то гiроскопiчний момент має постiйну i змiнну
складовi, це приводить до того, що на фазовому портретi (рис. 1,а) траєкторiя руху кiнця вектора

#„

H
(кiнетичного моменту гiроскопа) має форму елiпса i змiщена на постiйну величину ∆β; α — коливання
чутливого елемента (ЧЕ) навколо меридiана; β — коливання ЧЕ навколо горизонта (геодезичної широ-
ти) мiсця. На рис. 1,а наведено характер руху вiсi гiроскопа при вiдсутностi демпфiрування. Наявнiсть
демпфiрування i тертя приводить до затухання коливань i фазова траєкторiя буде мати вигляд спiралi
(рис.1,б), стiйкий фокус якої з точнiстю до особистих помилок гiромотора i величини кута ∆β асим-
птотично наближається до початку координат — площини меридiана i вертикалi мiсця, i математично
описується як логарифмiчна спiраль вигляду

ρi(Ψ)= ρ0e−zΨ (рад), (8)
де: ρ0 — радiус початкової (першої) точки реверсiї; ρi — радiуси iнших точок реверсiї i точок перетину
з вертикаллю мiсця; z — коефiцiєнт зростання (зменшення) радiуса; Ψ — кут повороту радiусу спiралi,
Ψ=0◦, 90◦, 180◦, 270◦, 360◦, 540◦, i так далi.

Якщо трьохступеневий гiроскоп, який не має своїх уходiв встановити на полюсi Землi, таким чином,
що вектор

#„

H буде перпендикулярним до осi обертання Землi, а вiсь зовнiшньої рамки з нею спiвпаде,
то за кожну годину буде фiксуватись ухiд, який дорiвнює 15◦; за добу вектор

#„

H у площинi горизонту
опише коло. Якщо гiроскоп розмiстити у довiльнiй точцi на поверхнi Землi з довiльною широтою ϕ

(рис. 2), то вектор ωз представимо у виглядi двох векторiв, якi лежать у площинi меридiана
ωз.г. =ωз cosϕ, ωз.в. =ωз sinϕ (9)

i є горизонтальною i вертикальною складовими добового обертання Землi.
При встановленнi гiроскопа на полюсi ухiд має тiльки зовнiшня рамка, на екваторi ухiд має тiльки

внутрiшня рамка, при довiльному встановленнi гiроскопа ухiд, який визначається проекцiями складових
ωз.г. i ωз.в. будуть мати обидвi рамки i вектор

#„

H за добу опише елiптичний конус, в основi якого буде
елiпс (наведений на рис. 1,б) з тiлесним кутом при вершинi, який дорiвнює подвiйнiй широтi мiсця 2ϕ
(рис. 2). Широта є кут мiж векторами ωз.г. i ωз.

Гiротеодолiт на мiсцi встановлюється у вiдповiдностi до горизонту за допомогою цилiндричного
рiвня, тобто вiдносно геоїда, i точнiсть приведення вiсi гiромотора до вертикалi або до горизонту мiсця
залежить вiд точностi цилiндричного рiвня. Iз (9) витiкає

cosϕ=
ωз.г.

ωз
, sinϕ=

ωз.в.

ωз
.

Кутова швидкiсть (власна частота коливань) внутрiшньої i зовнiшньої рамок однакова i дорiвнює

ω0 =

√
ωзGl cosϕ

H
(рад/с), (10)

де ωз — кутова швидкiсть обертання Землi, G — вага маятника ЧЕ, l — плече прикладання ваги,
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Рис. 2. Рух вiсi гiроскопа у довiльнiй точцi на поверхнi Землi з широтою ϕ

ϕ — геодезична широта мiсця,
#„

H — кiнетичний момент гiроскопа. Iз формули (10) перiод коливань
визначається як

T =2π

√
H

ωзGl cosϕ
, (c), τ =

√
H

ωзGl cosϕ
. (11)

У сучасних гiротеодолiтах перiод коливань знаходиться у межах вiд 3 до 12 хвилин в залежностi вiд
широти точки спостережень.

Розглянутий рух вiсi гiроскопа справедливий для його роботи без завад. В реальних умовах в роботi
гiротеодолiта присутнi завади, якi приводять до затухання коливань осi гiроскопа (демпфiрування) i
утворюють асиметричнiсть коливань навколо точки рiвноваги коливального процесу (рис. 1,б).

Спростимо вираз (3), зменшивши кiлькiсть коефiцiєнтiв, позначимо: α= ε/τ — коефiцiєнт затухання
коливань з розмiрнiстю 1/хвилину; f =

√
1−ε2/τ — частота коливань осi ротора навколо меридiану. з

урахуванням цього вираз (3) набуде вигляду:
δ(t)=Ae−αt sin(f t+Φ0). (12)

Якщо перший вiдлiк починати з першої точки реверсiї, то Φ0 =±90◦ — iнструментальна поправка
гiротеодолiта, i необхiдно визначити три параметри A, α i f .

Для визначення цих параметрiв виконаємо пуск гiротеодолiта Gi-B2 № 874931 i виконаємо спосте-
реження восьми точок реверсiї, вимiрювання яких наведенi у табл. 1.

Коефiцiєнти рiвняння (12) визначимо за методом найменших квадратiв, мiнiмiзувавши суму квадратiв
вiдхилень ∆, якi визначаються як рiзницi мiж вимiряними значеннями напрямку меридiана (осi ротора)
δi(t) i обчисленими значеннями δ0(t) (табл. 2), тобто

∆i = δi−δ0,
n∑

i=1

∆
2
i =min .

Вирiшивши чотири нормальних рiвняння знайдемо такi параметри: A1 = 0,0809117673 рад,
αср =3,1007952 рад, α=0,00003 1/хв, f =1,9289 рад/хв, Φ0 =1,5707963 рад. З урахуванням цих значень
вираз (12) набуде вигляду:

δ0(t)= 3,100795196+0,0809117673e−0,00003t sin(1,9289t+1,5707963) рад. (13)

Вимiрянi значення у радiанах, а також обчисленi за формулою (13) i їх рiзницi наведенi у табл. 2.
Середня квадратична помилка (СКП) апроксимацiї визначеного значення одного кута δ за допомогою

рiвняння (13) буде

mδ =

√∑
∆2

i

n
· 180
π

·3600=20,1′′.

На рис. 3 наведено графiк вимiряних значень кута δ i їх апроксимуюча крива (13). На рис. 3 також
наведено тренд вимiряних значень

З табл. 1 видно, що положення рiвноваги ЧЕ зменшується на 1,0′′ тобто присутнiй систематичний
зсув, який можна пояснити як безпосередню помилку визначення положення рiвноваги ЧЕ [6].

Середнє значення положення рiвноваги ЧЕ буде 177◦ 39′ 40,9′′, а середня квадратична помилка його
визначення Mδ =0,4′′.

За даними табл. 1 i табл. 2 обчислимо параметри логарифмiчної спiралi (8), одержимо такi величини:
ρ0 =0,0000690761 рад, z=−0,002138061 i вираз (8) набуде вигляду

ρ(Ψ)= 0,0000690761e−0,002138061Ψ . (14)
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Таблиця 1. Спостереження точок реверсiї
Час Пiвперiод Вiдлiки по горизонтальному кругу

спостережень коливань точок реверсiї середнiх положень положень рiвноваги ЧЕ

9h10m01s n1 182◦ 17′ 54′′

4m56s 177◦ 39′ 45,5′′

n2 173◦ 01′ 37′′ 177◦ 39′ 41,5′′

9m46s 177◦ 39′ 37,5′′

n3 182◦ 17′ 38′′ 177◦ 39′ 41,2′′

14m30s 177◦ 39′ 45,0′′

n4 173◦ 01′ 52′′ 177◦ 39′ 41,0′′

19m08s 177◦ 39′ 37,0′′

n5 182◦ 17′ 22′′ 177◦ 39′ 40,7′′

23m41s 177◦ 39′ 44,5′′

n6 173◦ 02′ 07′′ 177◦ 39′ 40,5′′

28m09s 177◦ 39′ 36,5′′

n7 182◦ 17′ 06′′ 177◦ 39′ 40,5′′

32m32s 177◦ 39′ 44,5′′

9h42m33s n8 173◦ 02′ 23′′

Таблиця 2. Вимiрянi i обчисленi за формулою (13) значення кутiв вiдхилення осi ротора у горизонтальнiй площинi

№
вимiру

Час
спостережень

δi, рад δ0, рад ∆, рад ∆
2, рад2

1 0 3,181706 3,181717647 −1,151 ·10−5 1,32 ·10−10

2 4,933 3,019885 3,020076901 −1,919 ·10−4 3,5 ·10−8

3 9,767 3,181629 3,181672357 −4,379 ·10−5 1,92 ·10−9

4 14,500 3,019958 3,019796505 4,004 ·10−5 1,6 ·10−9

5 19,133 3,181561 3,181635272 −4,549 ·10−5 2,07 ·10−9

6 23,683 3,020026 3,019876398 −7,864 ·10−5 6,18 ·10−9

7 28,150 3,181503 3,181552812 7,882 ·10−6 6,21 ·10−11

8 32,533 3,020089 3,019927948 −1,641 ·10−4 2,69 ·10−8

∑

= −4,875 ·10−4 7,752 ·10−8

Таблиця 3. Вимiрянi значення радiусiв елiпса (точок реверсiї) i обчисленi радiуси за формулою (14) у радiанах

Ψ,◦ ρi ρi(Ψ) ρi −ρi(Ψ) (ρi −ρi(Ψ))2 α α
вимiрянi обчисленi стиснення

0 7,757 02 ·10−5 6,907 61 ·10−5 8,4941 ·10−6 7,22 ·10−11 0,335282 1/298,265
90 6,884 45 ·10−5

180 7,272 21 ·10−5 6,861 37 ·10−5 4,1084 ·10−6 1,69 ·10−11

270 6,838 63 ·10−5

360 6,787 39 ·10−5 6,815 43 ·10−5 −0,280 ·10−6 0,08 ·10−12

450 6,792 58 ·10−5

540 6,787 39 ·10−5 6,769 81 ·10−5 0,1758 ·10−6 0,03 ·10−12

630 6,747 11 ·10−5

720 5,817 76 ·10−5 6,724 49 ·10−5 −9,067 ·10−6 8,22 ·10−11

900 6,701 94 ·10−5

990 6,302 58 ·10−5 6,679 47 ·10−5 −3,769 ·10−6 1,42 ·10−11

∑

= −0,338 ·10−6 18,5 ·10−11

Вимiрянi значення радiуса елiпса i обчисленi радiуси у радiанах за формою логарифмiчної спiралi
(14) наведенi у табл. 3.

У табл. 3 обчисленi рiзницi мiж вимiряними i обчисленими радiусами елiпса, i СКП апроксимацiї
логарифмiчною спiраллю буде

m=

√
18,556 ·10−11

5
· 180
π

·3600=1,26′′,

що є внутрiшньою сходимiстю визначення точок реверсiї.

За формулою

α=
ρi(Ψ)−ρi+1(Ψ)

ρi
, i =1, 3, 5, ... (15)

визначимо коефiцiєнт стиснення елiпса (рис. 1,б), який вiдповiдає полярному стисненню земного елiпсо-
їда обертання i дорiвнює α= 1/298,265 (табл. 3), що можна порiвняти iз стисненням загальноземного
елiпсоїда у системi WGS-84.

Постiйну часу системи слiдкування, яка характеризує iнерцiйнiсть кiльця τ i коефiцiєнт вiдносного
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Рис. 3. Вимiрянi значення кутiв δ i апроксимуюча їх крива i тренд, який визначений лiнiйною функцiєю

демпфiрування ε, обчислимо, склавши рiвняння

α=
ε

τ
=0,00003 сек−1, f =

√
1−ε2
τ

=1,9289 рад/сек,

звiдки

ε=
1

64300
, τ =0,51843 сек.

Час протiкання перехiдного процессу обчислимо за формулою (7)

t =
3τ
ε

=27h, 7.

5.ВИСНОВКИ
1. Рух вiсi гiромотора добре апроксимується логарифмiчною спiраллю (14) i одночасно за формулою

(15) обчислюється полярне стиснення Землi, яке буде залежати вiд форми геоїда у мiсцi спостереження,
але можна вирiшити i обернену задачу за цими спостереженнями, визначити подвiйну широту мiсця
встановлення гiротеодолiта. Для приведення широти на поверхню елiпсоїда необхiдно ввести поправку
за вiдхилення вискової лiнiї у площинi меридiана за вiдомою формулою

ξ=(ϕ−B)−0,171′′H sin 2B,
де H — висота точки фiзичної поверхнi Землi (точки встановлення гiротеодолiта) над опорним
елiпсоїдом.

Для визначення широти i полярного стиснення необхiдно гiротеодолiт облаштувати системою спо-
стереження за рухом вiсi гiромотора у вертикальнiй площинi.

2. Якщо попередньо визначити для гiротеодолiта перехiдну функцiю, яка апроксимує рух гiромотора
у чисельному виглядi (13), це дасть можливiсть на практицi визначити напрям меридiану за однiєю
точкою реверсiї, а якщо автоматизувати систему слiдкування, то можливо вимiряти будь-яку одну точку
на цьому графiку i за допомогою рiвняння (13) визначити напрямок меридiана, тiльки в цьому ви-
падку необхiдно визначати початкову фазу коливань Φ0. При таких вимiрюваннях точнiсть визначення
напрямку меридiана буде не гiрше 10′′, а час вимiрювання значно скоротиться.
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