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Густина енергiї i тиск всесвiту Стефанi з випромiнюванням
та вiд’ємною просторовою кривизною
А.В. Градиський, О.М.Коптєва

Днiпропетровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара

Данi, якi спостерiгаються за останнi декiлька десятилiть, свiдчать про прискорене розширення нашого Все-
свiту. Цей факт можливо пояснити, якщо розглядати рiвняння Ейнштейна з однорiдною густиною енергiї
та неоднорiдним тиском. У статтi розглянуто окремий випадок такого розв’язку для iдеальної рiдини, що
вiльна вiд зсуву.

ПЛОТНОСТЬ ЭНЕРГИИ И ДАВЛЕНИЕ ВСЕЛЕННОЙ СТЕФАНИ С ИЗЛУЧЕНИЕМ И ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ПРО-
СТРАНСТВЕННОЙ КРИВИЗНОЙ, Градиский А.В., Коптева Е.М. — Данные, которые наблюдаются в последние
десятилетия, свидетельствуют об ускоренном расширении нашей Вселенной. Этот факт возможно объя-
снить, если рассматривать уравнения Эйнштейна с однородной плотностью энергии и неоднородным давле-
нием. В статье рассмотрен частный случай такого решения для идеальной жидкости, свободной от сдвига.

ENERGY DENSITY AND PRESSURE OF THE STEFANI’S UNIVERSE WITH RADIATION AND NEGATIVE SPATIAL
CURVATURE, by Gradysky A.V., Kopteva O.M. — Observational data of last decades show the accelerated expansion
of our Universe. This fact can be explained if we consider Einstein’s equations with uniform energy density and
non-uniform pressure. In this paper we study one of these solutions for shiftless perfect fluid.
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Космологiчнi дослiдження космiчного мiкрохвильового фону та поширення галактик на великi вiд-
станi вказують на те, що наш Всесвiт однорiдний та iзотропний у розмiрах, якi перевищують сотнi
мегапарсек. Прискорене розширення Всесвiту, що встановлене на основi спостережень за надновими
типу Ia, та анiзотропiєю релiктового випромiнювання наразi одне iз найдивовижнiших вiдкриттiв наших
часiв. Це прискорення неможливо пояснити на основi моделi Фрiдмана з матерiєю та випромiнюванням
— потрiбно або включати у розрахунки космологiчну сталу, або придумати новий тип матерiї, який
має вiд’ємний тиск i домiнує на пiзнiх стадiях еволюцiї Всесвiту [1]. Оскiльки вiдтодi не було зна-
йдено пояснення для теперiшнього значення цiєї сталої, то була висунута iдея пошуку альтернативного
обґрунтування цього факту. А саме: повернення до однiєї iз фундаментальних основ космологiї — одно-
рiдностi [2]. Останнiм часом неоднорiднi моделi Всесвiту стають все популярнiшими серед космологiв.

Одна з таких неоднорiдних космологiчних моделей — це розв’язок рiвняння Ейнштейна з iдеальною
рiдиною, який є конформно пласким, i бiльш вiдомий як модель Стефанi [3]. Тут матерiя має нульовий
зсув та обертання, рухається з прискоренням i має ненульову густину. Такий розв’язок Стефанi отримав
у 1967 р. Вiн виникає як один iз варiантiв простору-часу, що може бути вкладеним у плаский п’яти-
вимiрний простiр. Цей Всесвiт i деякi iншi його варiанти розглянутi дуже клопiтливо. Наприклад, це
зорянi моделi та деякi узагальнення моделi Фрiдмана.

Для пояснення прискореного розширення Всесвiту розглянемо окремий випадок рiвняння Ейнштейна
з однорiдною густиною енергiї та неоднорiдним тиском за вiд’ємної просторової кривизни. Густина енергiї
iдеальної рiдини буде функцiєю тiльки часу ε= ε(t), а тиск є функцiєю координат та часу:

p= p(χ, t). (1)

Запишемо метрику Стефанi.

ds2 =
ṙ2(χ, t) ·a2(t)
r2(χ, t) · ȧ2(t)

dt2−r2(χ, t)
(
dχ2 +sinh2

χ dσ2
)

. (2)

Функцiя r є функцiєю координати та часу:

r(χ, t)=
a(t)

cth
χ

2
−ξ(t)a2 cth−1 χ

2

. (3)

У цьому рiвняннi введено функцiю ξ. Вона характеризує кривизну простору-часу.

ξ(t)=
ȧ2

a2 −ε(t). (4)
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Умова вiд’ємностi кривизни — ξ> 0. У такому разi густина енергiї матиме вигляд:

ε(t)= (1−α)
a2

0

a4 , (5)

a2(t)= 2a0t+ t2, (6)
де a0 — довiльна константа розмiрностi, c ≡ 1. Щоб зробити цю модель якомога «Фрiдманiвською»,
параметр α має бути значно меншим за одиницю. Запишемо функцiю тиску у явному виглядi:

p(χ, t)=−ε(t)− 1

3
ε̇

r
ṙ
. (7)

Перейдемо до безрозмiрних величин. Для цього використаємо систему координат, в якiй швидкiсть
свiтла тотожно дорiвнює одиницi.

c≡ 1; A=
a
a0

; R =
r
a0

; T =
t
t0

; ε̃= εa2
0; p̃= pa2

0. (8)

Пiсля невеликих перетворень функцiї тиску та густини енергiї мають такий запис:

P =
(1−α)

(
(2T +T 2)+5α sinh2 χ

2

)

3(2T +T 2)2
(
(2T +T 2)−3α sinh2 χ

2

) , (9)

ε=
1−α

(2T +T 2)2
. (10)

Вираз для густини енергiї дає одне iз обмежень на введений параметр. Бачимо, що вiн має бути не
бiльше за одиницю

α< 1 (11)

З iншого боку, ми розглядаємо вiдкрий всесвiт (негативна просторова кривизна), для якого густина
енергiї повинна бути менша за її критичне значення ε= (2T +T 2)−2, тобто α повинно бути додатною
величиною. Таким чином, маємо наступне обмеження на α:

0<α< 1. (12)

Також нас цiкавить функцiя R вiд координати та часу. Дослiдимо її. У даному виразi потрiбна
область додатних значень R.

R =
(2T +T 2)3/2

2T +T 2−α sinh2 χ

2

. (13)

Так як функцiя часу завжди бiльша вiд нуля, то за знак вiдповiдає вираз у знаменнику. Розглянемо
знаменник.

2T +T 2−α sinh2 χ

2
> 0. (14)

Гiперболiчну функцiю розпишемо як пiврiзницю експонент, зробивши при цьому замiну
eχ = k, (15)

отримуємо наступну нерiвнiсть:

k2−2k
α+4T +2T 2

α
+1< 0. (16)

Розв’язок цiєї нерiвностi залежить вiд дискримiнанту, який, у свою чергу, визначається параметром α.
При додатному дискримiнантi

(α+4T +2T 2)2−α2 > 0 (17)
параметр α має нижню границю:

α>−T 2−2T . (18)

У такому разi значення змiнної k лежать у iнтервалi:

k∈
(
α+4T +2T 2−

√
(α+4T +2T 2)2−α2

α
;
α+4T +2T 2 +

√
(α+4T +2T 2)2−α2

α

)
. (19)

Наша стара змiнна χ лежатиме у такому ж, проте «логарифмованому» iнтервалi

χ∈
(

ln

(
α+4T +2T 2−

√
(α+4T +2T 2)2−α2

α

)
; ln

(
α+4T +2T 2 +

√
(α+4T +2T 2)2−α2

α

))
.

Якщо врахувати те, що функцiя T описує час життя Всесвiту (на «сьогоднi» вiн дорiвнює одиницi),
то можемо отримати певнi обмеження для параметру α

T =1 ⇒ α>−3; T =0 ⇒ α> 0,
що знаходиться у вiдповiдностi з (12).

Графiчно залежнiсть тиску вiд координати при фiксованому α виглядає наступним чином — рис. 1.
Зi збiльшенням координати χ∈ [0, 2] асимптота даної кривої все далi й далi «перемiщується у май-
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Рис. 1. Графiк залежностi тиску вiд координати Рис. 2. Залежнiсть тиску вiд параметру α

Рис. 3. Залежнiсть координати χ вiд часу Рис. 4. Залежнiсть постiйної Хаббла вiд часу

бутнє».
Наступний випадок (дискримiнант дорiвнює нулю) приводить до таких результатiв:

α=−T 2−2T ; (20)

χ= ln

(
α+4T +2T 2

α

)
= ln(1)= 0; (21)

Однак цей випадок не задовольняє умову (12).
Метричний коефiцiєнт (13) має особливiсть вздовж кривої 2T +T 2 −α sinh2 χ

2
= 0. Цiєю кривою

визначається область застосування розглядуваного розв’язку в залежностi вiд значення параметру α.
Функцiя тиску також є розривною функцiєю. Для «нашої» епохи точки розриву знайдемо iз виразу

для R, розв’язуючи його вiдносно координати χ. Для цього приймемо значення T =1 i R =1.

1=
33/2

3−α sinh2 χ

2

(22)

В залежностi вiд параметру α маємо сiмейство кривих, що зображене на рис. 2.
Вигляд «особливої» кривої — залежнiсть координати χ вiд часу представлено на рис. 3
Отримаємо вираз для сталої Хаббла у метрицi (2). У нiй функцiя r(χ, t) у явному виглядi матиме

такий запис:

r(χ, t)=

√
2a0t+ t2

1−
(√

2a0t+ t2
)−2

·α sinh2 χ

2

. (23)
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Для визначення постiйної Хаббла потрiбно визначити метричнi коефiцiєнти g00 i g11:

g00 =

(
ṙ(χ, t)
r(χ, t)

)2( ȧ(t)
a(t)

)2

, (24)

g11 = r2(χ, t), (25)
де a(t) визначається виразом (6).

Згiдно з Елiсом, постiйна Хаббла визначається як:

H =
1

l
dl
dτ

(26)

l — елемент довжини свiтової лiнiї частинки, а τ — власний час частинки.
l =

√
g11, dτ =

√
g00 dt. (27)

Таким чином, постiйна Хаббла має такий вигляд:

H =
1√

g11
√

g00

d
√

g11

dt
, H =

a0 + t
2ta0 + t2

. (28)

Розрахуємо цю величину чисельно. Для цього пiдставимо значення a0 = 1028 см та сучасний вiк
Всесвiту t =4,4 ·1017 c:

H =1,14 ·10−18 1

c
(29)

Графiчно залежнiсть H(t) має такий вигляд — рис. 4.
Висновки. Таким чином, точний розв’язок, що розглядається, має обмеження на застосування i може

бути використаний для побудови космологiчної моделi, як певний етап еволюцiї Всесвiту, наприклад,
за допомогою зшивки. Причому для обраного параметру α завжди можна знайти час та координату
особливої точки метрики. З виразу (9) для тиску i з рис. 2 бачимо, що можливiсть iснування вiд’ємного
тиску дiйсно є, однак вона реалiзується на початку еволюцiї (на початку часiв), коли, скорiше за все,
Всесвiт має бути замкненим, тобто повинен мати додатну просторову кривизну.
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