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Розглянуто особливостi вiдновлення профiлю геоїда на локальну територiю та методи його апроксимацiї
сплайн-функцiями.

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ ГЕОИДА С ПОМОЩЬЮ СПЛАЙН-ФУНКЦИЙ, Гончаренко О.С., Денисюк Б.И.,
Катушков В.А., Гладилин В.Н. — Рассмотрены особенности восстановления профиля геоида на локальную
территорию и методы его аппроксимации сплайн-функциями.

RECOVERY OF THE GEOID’S PROFILE USING SPLINE FUNCTIONS, by Goncharenko O.S., Denisyuk B.I.,
Katushkov V.A., Gladilin V.N. — Features of recovery of the geoid’s profile on the local area and its methods of
approximation using spline functions are considered.
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Пiд час прокладання астрономо-геодезичних ходiв для вiдновлення поверхнi локального геоїда гео-
метричним методом [1, 2, 3] профiльна лiнiя складається iз дискретних значень результатiв вимiрювань.
Вiдповiдно, виникає питання визначення виду рiвняння невiдомої функцiї, що апроксимує профiль гео-
їда.

За аналiзом публiкацiй можна стверджувати, що iснує чiтка тенденцiя значного зростання точностi
визначення геодинамiчних параметрiв. В зв’язку з цим з’явилася можливiсть вивчати бiльш тонку стру-
ктуру вiдповiдних часових рядiв. Ця задача потребує розв’язку ряду проблем: вiдновлення неперервно-
стi, згладжування перiодичних коливань за обмеженим об’ємом даних, виявлення слабких перiодичних
коливань i т.п. Iснуючi класичнi методи рiшення цих проблем або не придатнi, або дають обмежену
iнформацiю про структуру рядiв, що аналiзуються. Так, наприклад, класична теорiя iнтерполювання
передбачає використання одного базису на вiдрiзку апроксимацiї. Це накладає обмеження на розташу-
вання вузлiв iнтерполяцiї i пiдвищує вимоги до гладкостi функцiй, що вiдновлюються [4]. Серйозна
проблема обробки i аналiзу часових рядiв пов’язана також iз розв’язком задачi осереднення. В процесi
осереднення часто втрачається корисна iнформацiя.

Цього можна уникнути, застосовуючи спецiальнi осереднюючi сплайн-функцiї, якi поряд iз власти-
востями фiльтрацiї, зберiгають бiльш широкий клас iнформативних функцiй.

До основних переваг сплайнових наближень, якi дозволяють ефективно вiдновлювати експеримен-
тальнi функцiї, можна вiднести наступнi:

– стiйкiсть сплайнiв вiдносно локальних збурень (похибка вузла iнтерполяцiйної сiтки не вiдобра-
жується на поведiнцi сплайнiв в цiлому;

– добра збiжнiсть сплайн-iнтерполяцiї, на вiдмiну вiд многочленної (зокрема, для експерименталь-
них функцiй з нерегулярними властивостями гладкостi доцiльно використовувати сплайн-iнтер-
поляцiю).

Серйозна проблема обробки i аналiзу часових рядiв пов’язана також iз розв’язком задачi осереднення.
В процесi осереднення часто втрачається корисна iнформацiя.

Цього можна уникнути, застосовуючи спецiальнi осередненi функцiї, якi поряд iз властивостями
послаблення високочастотних завад, зберiгають бiльш широкий клас iнформативних функцiй. Для по-
будови осередненої функцiї пропонується апарат квазiполiномiв [4].

Побудова моделей дискретних часових рядiв дозволяє перейти до представлення геодинамiчних про-
цесiв у виглядi безперервних функцiй. Для розв’язку цiєї задачi необхiдно попередньо звiльнити вихiднi
данi вiд випадкової складової i за можливiстю, вiдновити данi, якi втраченi.

З цiєю метою використовують сплайн-функцiї, визначивши їх на неперервнiй часовiй сiтцi
T1 6 t2 6 . . .6 tN 6T2, у вузлах якої заданi спостереження r1, r2, . . . , rN . Алгоритм вiдновлення експе-
риментальної функцiї за допомогою iнтерполяцiйних та згладжуючих сплайнiв на вiдрiзку [T1,T2] мiнi-
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мiзується виразом типу:

α

T2∫

T1

[
δ(p)(t)

]2
dt+

N∑

k=1

[
δα(tk)−γk

]2
=min, (1)

де α>0 — параметр згладжування, δ(t) — iнтерполяцiйний сплайн, δα(t) — згладжуючий сплайн.
Для класу функцiй, що мають на [T1,T2] неперервну похiдну p-го порядку (p>1) справедливi насту-

пнi спiввiдношення:
1) розв’язок задачi однозначний при N > p;
2) цей розв’язок має структуру:

– на кожному вiдрiзку [tk, tk +1], k=1, 2, ...,N −1 сплайни є полiномами степеня
2p−1, (2)

а на кiнцях [T1,T2] i [tN ,T2] — полiномами степеня p−1;
– в точках T1, t1, ..., tn,T2 розв’язок мають 2p−2 неперервнi похiднi;
– розв’язки δ(t) i δα(t) задовольняють граничним умовам

δ(k)(t1)= δ(tN )= 0, (3)
δ(k)α (t1)= δα(tN )= 0, k= p, ..., 2p−2; (4)

3) при α→ 0 згладжуючий сплайн зводиться до iнтерполяцiйного, причому справедлива оцiнка
max

t∈[T1,TN ]
|δα(t)−δ(t)|= δ(α). (5)

Похибка iнтерполяцiї для даного класу функцiї при p=2 (кубiчний сплайн) визначається виразом

q =
5

6
h ‖f ′′(t)‖[T1,T2] (6)

де h=max h[T1,T2] — iнтервал мiж вузлами iнтерполяцiйної сiтки;
‖f ′′(t)‖[T1,T2] = max

t∈[T1,TN ]
‖f ′′(t)‖[T1,T2].

Експериментальнi часовi ряди являють собою комбiнацiю деякої регулярної складової, яка є “iнформа-
тивною” i випадковою, породжена найрiзноманiтнiшими факторами. На практицi часто використовується
алгоритм “ковзного середнього”.

Математично така обробка являє собою обчислення згортки [6] експериментальної кривої q̃(x) з
ваговою “функцiєю-сходинкою” (ядром iнтегрального рiвняння) K(x), де

K(x)=





0, x <−H/2;

1/H1, −X/2< x <H/2;

1, x >H/2.

(7)

(H — довжина вiдрiзка, що ковзає вздовж осi, на якiй задана експериментальна крива).
Функцiї q̃(x) спiвставляється осереднена qH (x) виду

qH (x)=

+∞∫

−∞

K(t−x)q̃(t) dt, (8)

що є рiвнянням Фредгольма I роду [5].
Вiдомо, що осереднення за допомогою функцiї-сходинки зберiгають тiльки лiнiйнi функцiї, тому

в результатi залишається без змiн тiльки лiнiйна компонента, яка мiститься в iнформативнiй частинi
функцiї q̃(t).

Для того, щоб не втратити iнформацiю на цьому етапi осереднення експериментальних рядiв, в
роботi визначимо такi осередненi функцiї, якi поряд з властивiстю послаблення високочастотних завад
зберiгали б найбiльш широкий клас функцiй, що мiстяться в iнформативнiй частинi кривої. Цим вимогам
задовольняють функцiї, якi є розв’язком рiвняння типу згортки

+∞∫

−∞

k(t−x) f (t) dt = f (x). (9)

Таким чином, f (t) є рiшення iнтегрального рiвняння Фредгольма I роду [5], вiдповiдно оцiнити
функцiю за вибiркою обмеженого обсягу означає знайти наближення рiвняння (9). Завдання пошуку
точного рiшення рiвняння може бути лише при наявностi точної правої частини — функцiї f (x). В
даному випадку така функцiя f (x) невiдома, а є лише вимiрянi значення

t1, t2, ..., tn ∈T (10)
обмеженого обсягу n.

Рiшення f (t) будемо шукати у класi неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй. Вiдхилення правих
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частин одне вiд одного оцiнимо в квадратичнiй метрицi

mf (x)(f1, f2)=

√∫ b

a

[
f1(x)− f2(x)

]2
dx, (11)

а вiдхилення рiшень f (t) — у рiвномiрнiй метрицi
mf (t)(f1, f2)= max

x∈[a,b]
|f1(t)− f2(t)|. (12)

Для кожної реалiзацiї t вибiрки T функцiя f (x) однозначно визначена, має всi властивостi i змiню-
ється вiд нуля до одиницi (7), постiйно зростає i неперервна справа, при цьому вона кусково-лiнiйна i
зростає тiльки у точках послiдовностi (10).

Загальним розв’язком цього рiвняння є квазiполiноми

f (x)=
n∑

q=1

mq∑

j=0

(
A(1)

qj
χjeηqx cos ξqχ+A(2)

qj
χjeηqx sin ξqχ

)
(13)

де n, mq — цiлi числа; ηq, ξq — дiйснi числа; A(1)
q , A(2)

q — невизначенi коефiцiєнти.
Задача знаходження осередненої функцiї, що зберiгає даний набiр квазiполiномiв, має єдиний розв’я-

зок [6]. Цi висновки використанi нами для осереднення експериментальних профiлiв геоїда. Основою
обчислень є побудова локальних кусково-лiнiйних функцiй осереднення, якi змiнюються за квазiполi-
номiнальними законами. Для змiщення iнтервалу визначення цих функцiй на один крок по осi часу
достатньо внести поправки в попереднi обчислення.

Процес осереднення органiзований за допомогою найпростiших рекурентних спiввiдношень, економi-
чний з точки зору обчислювальних затрат i в силу своєї локальностi добре пристосований для осередне-
ння тривалих часових рядiв.

Моделювання профiлiв геоїда авторами виконано за допомогою програмного пакету Excel. При по-
будовi профiлiв за астрономо-геодезичними та гравiметричними даними, а також апроксимуючої осере-
дненої поверхнi геоїда враховувалися ваговi коефiцiєнти, як величини обернено пропорцiйнi квадратам
середньоквадратичних похибок вимiрювань.

Рис. 1. Апроксимацiя геоїда полiномом третьої степенi.

Рис. 2. Апроксимацiя геоїда полiномом п’ятої степенi.
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Враховуючи вищу точнiсть визначення прямовисних лiнiй за допомогою високоточної зенiтної каме-
ри (ВЗК) та засобiв GPS (±0,34′′) [1] у порiвняннi з точнiстю гравiметричних визначень (mгр = 0.7′′),
астрономо-геодезична поверхня геоїда отримана точнiше. При сумiщеннi профiлiв змодельованих повер-
хонь одержимо вагове середнє профiлю геоїда. За пiдрахунками, точнiсть одержаної поверхнi геоїда
в 1.9 разiв вища, нiж при використаннi лише гравiметричних даних, що дає можливiсть пiдвищити
роздiльну здатнiсть гравiметричних карт.

Пiдставимо у формулу (2) значення p=2, одержимо функцiю полiнома третьої степенi (рис. 1). Праву
частину формули (9) для полiнома степенi 3 оцiнюємо зо формулою (11), таким чином середня квадра-
тична помилка апроксимацiї профiлю геоїда буде

mf (x) =
√

R2 =0,6522
Подставимо у формулу (2) p=3, одержимо полiном п’ятої степенi (рис. 2).
Праву частину формули (9) для полiнома 5 степенi оцiнюємо зо формулою (11), таким чином середня

квадратична помилка апроксимацiї профiлю геоїда буде

mf (x) =
√

R2 =0,8108.
З вигляду апроксимуючих кривих (рис. 1 i 2) полiном степенi 5 краще вписується у вимiрянi значення,

а за значеннями середнiх квадратичних помилок полiном степенi 3 бiльш наближений до геоїда, тому
що 0,6522<0,8108.

Висновки. Розроблено математичний алгоритм формування моделi профiлю геоїда i виконано побудо-
ву моделi за допомогою програмного пакета Excel. Задача знаходження функцiї, що зберiгає даний набiр
квазiполiномiв, має єдиний розв’язок [6]. Цi висновки використанi для осереднення експериментальних
профiлiв геоїда. Основою обчислень є побудова локальних кусково-лiнiйних функцiй осереднення, якi
змiнюються за квазiполiномiнальними законами.
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