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Стiйкiсть ретроградних орбiт супутникiв у несферичному
гравiтацiйному полi планети
К.О.Радченко

Нацiональний авiацiйний унiверситет

Гравiтацiйне поле планети в першому наближеннi описується гравiтацiйним полем сфери. При розглядi ретро-
градних супутникiв, якi обертається по витягнутих орбiтах зi значними кутами нахилу до площини Лапласа,
потрiбно врахувати той факт, що кожна планета має стиснення, внаслiдок обертання, i її гравiтацiйний
потенцiал набагато краще описується елiпсоїдом обертання. Усi ретрограднi супутники планет-гiгантiв, вi-
домi на сьогоднiшнiй день, задовольняють критерiям стiйкостi за Лагранжем, що свiдчить про стiйкiсть їх
орбiт, незважаючи на значну оскуляцiю елементiв їх орбiт пiд впливом гравiтацiйного поля Сонця.

УСТОЙЧИВОСТЬ РЕТРОГРАДНЫХ ОРБИТ СПУТНИКОВ В НЕСФЕРИЧЕСКОМ ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ
ПЛАНЕТЫ, Радченко К.А. — Гравитационное поле планеты в первом приближении описывается гравита-
ционным полем сферы. При рассмотрении ретроградных спутников, которые обращаются по вытянутым
орбитам со значительными углами наклона к плоскости Лапласа, нужно учитывать тот факт, что каждая
планета имеет сжатие, вследствие вращения, и ее гравитационный потенциал намного лучше описывается
эллипсоидом вращения. Все ретроградные спутники планет-гигантов, известные на сегодняшний день, удов-
летворяют критериям стойкости по Лагранжу, что свидетельствует об устойчивости их орбит, несмотря
на значительную оскуляцию элементов их орбит под влиянием гравитационного поля Солнца.

STABILITY OF RETROGRADE ORBITS OF MOONS IN THE NON-SPHERICAL PLANET’S GRAVITATIONAL FIELD,
by Radchenko K.A. — The gravitational field of a planet in the first approximation by the gravitational field of the
sphere. When considering the retrograde satellites that are circulating in elongated orbits at great angles to the plane
of Laplace, must take into account the fact that each planet has a compression due to the rotation and its gravitational
potential is much better described by an ellipsoid of revolution. All retrograde satellites of giant planets known to
date, meet the criteria for persistence of Lagrange, demonstrating the stability of their orbits, in spite of the significant
osculation of their orbits by the gravitational field of the Sun.

Ключевые слова: небесная механика; ретроградные спутники; устойчивость движения.
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1.ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ
Вiдкритi на зламi тисячолiть десятки нових ретроградних супутникiв планет-гiгантiв спонукають до

дослiдження стiйкостi їхнього орбiтального руху. Пiсля повiдомлення про вiдкриття Скоттом Шеппардом
29 сiчня 2012 року ще двох далеких ретроградних супутникiв Юпiтера [13], їх загальна кiлькiсть
досягла 93 супутники, що становить 55% вiд 169 вiдомих супутникiв, якi обертаються навколо чотирьох
планет-гiгантiв Сонячної системи. Обертаючись навколо планети на вiдстанях до 0,4 (Уран) — 0,7
(Юпiтер) радiуса Хiлла, зi значними ексцентиситетами до 0,77 (Бестла у Сатурна) та кутами нахилу до
мiсцевої площини Лапласа i = 137◦−177◦. Пiсля захоплення на ретрограднi планетоцентричнi орбiти,
елементи яких оскулюють у широких межах, бiльшiсть з них продовжують рухатися фактично на межi
гравiтацiйної сфери планети.

Все це спонукає дослiдити стiйкiсть їх орбiт на основi зiбраного за останнi роки масиву даних за
допомогою енергетичного методу.

Будемо розглядати планету як сфероїд, тобто визначимо як впливає несферичнiсть гравiтацiйного
поля на стiйкiсть орбiт в осесиметричному варiантi обмеженої задачi трьох тiл.

2.АНАЛIЗ ПОПЕРЕДНIХ ДОСЛIДЖЕНЬ
Питання стiйкостi руху тiл розглядали такi класики небесної механiки, як П.-С.Лаплас [2],

Ж.Л.Лагранж [1], Дж.У.Хiлл [7, 8]. Вони зробили всестороннiй аналiз динамiки тiл Сонячної системи
на основi закону всесвiтнього тяжiння Ньютона i розробили базовi поняття теорiї стiйкостi орбiтального
руху небесних тiл.

Так, Лаплас у своєму п’ятитомнику «Небесна механiка» (1799–1825) розв’язав задачу вiкового при-
скорення середнього руху Юпiтера i уповiльнення руху Сатурна. Вiн довiв, що елементи руху планет
лише коливаються бiля свого середнього значення в певних вузьких межах. Звiдси випливало, що всi
нерiвномiрностi в рухах планет — перiодичнi i, отже, Сонячна система стiйка. Iнший великий французь-
кий математик XVIII в. Ж.Л.Лагранж також прийшов до аналогiчного висновку. Роботи американського
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астронома i математика Хiлла були зосередженi на розв’язаннi задачi трьох тiл, пiзнiше i задачi чотирьох
тiл, для обчислення орбiти Мiсяця навколо Землi, а також, планет — навколо Сонця.

Достатнiм критерiєм стiйкостi орбiти супутника є негативне значення його повної енергiї, що, однак,
не виключає можливостi його падiння на планету. За Лагранжем стiйкiсть супутника визначається
виконанням спiввiдношення r1 6 r 6 r2, де r1 > радiуса планети, r2 <∞, r — радiус-вектор супутника.

Орбiти ретроградних супутникiв (з кутами нахилу до площини екватора планети i>90◦) бiльш стiйкi
до зовнiшнiх збурень, що було чисельно показано Ф.Мультоном [11], Р.Хантером [9], М.Хеноном [6]
i Г.А.Чеботарьовим [5] в рамках обмеженої задачi трьох тiл. За допомогою чисельних методiв вони

доводять, що для прямих супутникiв нестiйкiсть орбiти виникає при значеннi великої пiвосi a≈ 1

2
RH,

а для ретроградних — a≈RH, де RH — радiус гравiтацiйної сфери Хiлла, областi навколо планети, в
якому вона притягує супутник сильнiше, нiж Сонце [5]:

RH = a
(
µ− 1

3
µ2− 1

9
µ3
)

, (1)

де µ=
(

M

3M⊙

)1/3
, M — маса планети.

Для знаходження всiєї областi простору, в якiй можливе iснування стiйкого орбiтального руху бiля
несферичної планети, необхiдно знайти загальну структуру розв’язку диференцiальних рiвнянь руху су-
путника, якi не можуть бути знайденi в квадратурах. Проте, для осесиметричної планети, гравiтацiйний
потенцiал зовнiшньої точки можна виразити наступним чином [3]:

U =
GM
r

[
1−

∞∑

n=2

(
Rпланети

r

)n

JnPn(sinψ)

]

де G — гравiтацiйна стала, Jn — гравiтацiйнi гармонiки планети, Pn — полiноми Лежандра вiд широти ψ
(кут мiж екватором планети i радiус-вектором супутника r);

Тодi достатнi умови стiйкостi, як показав К.В.Холшевников, можна виразити через два вiдомi iнте-
грали руху, за допомогою оскулюючих елементiв [4]:

1
2a

+R = h, (2)

a(1−e2) cos2 i =H2, (3)

де R =−
∞∑

n=2

JnPn(sinψ)

rn+1 — пертурбацiйна функцiя; h, H — константи iнтегрування; e, i, a — вiдповiдно

ексцентриситет, нахил i велика пiввiсь оскулюючої орбiти супутника.
Орбiтальний рух ретроградного супутника є стiйким, якщо iснують два числа r1 > 1, r2 <∞, такi,

що завжди виконується спiввiдношення r1 6 r 6 r2. Причому, iснування верхньої межi радiус-вектора r2
забезпечується умовою h>0.

Для подальшого виводу умов стiйкостi, оцiнимо абсолютну величину пертурбацiйної функцiї R.
Нехай jk =max

n>k
{|Jn|}, Jn → 0. Враховуючи, що |Pn(sinψ)|6 1, маємо:

|R(r,ψ)|6 J2
r3 +

∞∑

n=3

|Jn|
rn+1 6

|J2|
r3 +

j3
r4

∞∑

n=3

1
rn =

|J2|
r3 +

j3
r4(1−r−1)

. (4)

Звiдси слiдує, що при r > 1+δ, (δ — будь-яке додатнє число)

|R(r,ψ)|6 ε1, ε1(δ)=
1

(1+δ)3

(
|J2|+

j3
δ

)
.

З iншого боку, |Jn|6
const

n2 i
∞∑

n=1

1

n2 =
π2

6
, звiдки

|R(r,ψ)|6 ε2, ε2(δ)=
1

(1+δ)3

[
|J2|+

(
π2

6
− 5

4

)
j′3

1+δ

]
,

де j′k =sup
n>k

{
|Jn|n2

}
.

Остаточно [4]
|R(r,ψ)|6 ε, ε(δ)=min {ε1, ε2} . (5)

Нехай стiйкiсть має мiсце, тобто h>0, r > 1+δ. З iнтегралу (2) слiдує
1

2(h+ε)
6 a6

1
2(h−ε) . (6)

Для того, щоб оскулююча орбiта була завжди елiпсом, накладемо умови

h> ε, H2
6

1
2(h−ε) .
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З iнтегралу (3) слiдує

sin2 i =1− H2

a
−e2(1−sin2 i)6 1− H2

a
, (7)

тобто

e2
6 1− H2

a
.

Оскiльки в кожен момент часу, радiус-вектор r бiльше периапсидної вiдстанi вiдповiдного оскулюю-
чого елiпса, то

r > a(1−e)> a

(
1−
√

1− H2

a

)
= f (a).

Ця функцiя неперервна на промiжку
[
H2,

1

2(h−ε)

]
, причому її похiдна недодатня. Тому

f (a)> f
(

1

2(h−ε)

)
=

1
2(h−ε)

(
1−
√

1−2(h−ε)H2
)

= r1.

Стiйкiсть супутника, ретроградного зокрема, буде доведена, якщо r1>1+δ, що рiвносильно наступнiй
системi нерiвностей [1]: 




ε< h6 h2,

H2
1 6H2

6
1

2(h−ε)
(8)

де

h2 =
1

2(1+δ)
+ε, H2

1 =2(1+δ)
(
1−(1+δ)(h−ε)

)
, ε=min{ε1, ε2}, δ ∀R+,

Нерiвностi (4) при будь-яких δ, ε визначають можливi значення {h,H2} в однозв’язнiй областi стiй-
ких рухiв D (рис. 1) для кожного конкретного ретроградного супутника. Рух можливий тiльки нижче
гiперболи 1 i вище прямої 3. Праворуч вiд прямої 4, лiворуч вiд прямої 5, нижче прямої 2 стiйкiсть руху
потребує додаткових дослiджень [4].

3.МЕТА ДОСЛIДЖЕННЯ

Серед усiх нерегулярних супутникiв планет-гiгантiв (115 на сьогоднiшнiй день), ретрограднi су-
путники становлять 81% i обертаються на значно бiльших вiдстанях. Використовуючи методику
К.В.Холшевнiкова [4] дослiдимо виконання умов стiйкостi для орбiт усiх вiдомих на сьогоднiшнiй день
ретроградних супутникiв i покажемо, що всi вони задовольняють критерiю стiйкостi за Лагранжем.

4.ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛIДЖЕННЯ

В рамках поставленої задачi за даними [10, 12, 14–17] ми дослiдили виконання умов стiйкостi за Ла-
гранжем для всiх вiдомих на сьогоднi ретроградних супутникiв планет-гiгантiв. Результати дослiджень
поданi в наведених нижче таблицях 1–4, де пораховано константи iнтегралiв h i H2 при даних значеннях

(1+δ) i показано, що їх величина знаходиться в iнтервалах (ε; h2],
[
H2

1 ;
1

2(h−ε)

]
вiдповiдно.

Рис. 1. Область стiйких рухiв
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5.ВИСНОВКИ

Проведенi дослiдження показали, що
1. Майже всi ретрограднi супутники планет-гiгантiв задовольняють критерiям стiйкостi руху за

Лагранжем в гравiтацiйному полi з осьовою симетрiєю, при значеннях параметра δ= (0,4− 0,5) для
великої пiвосi орбiти супутника, вираженої в радiусах планети.

2. Для iнших далеких ретроградних супутникiв зi значними значеннями ексцентриситету достатнi
критерiї стiйкостi виконуються при менших значеннях δ=(0,12−0,24), причому спiввiдношення r>1+δ
зберiгається, що свiдчить про стiйкiсть їх орбiт, незважаючи на те, що елементи орбiт оскулюють у
широких межах пiд дiєю сонячного гравiтацiйного поля.
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