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Особливостi руху тiл змiнної маси у центральному
гравiтацiйному полi
Д.В.Кравченко

Нацiональний авiацiйний унiверситет, Київ

Дослiджено особливостi руху матерiальної точки змiнної маси у центральному гравiтацiйному полi з
врахуванням сили тертя.

ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ, Кравченко Д.В. —
Исследованы особенности движения материальной точки переменной массы в центральном гравитацион-
ном поле с учетом силы трения.

THE FEATURES OF THE MOTION OF VARIABLE MASS BODIES IN CENTRAL GRAVITATIONAL FIELD, by
Kravchenko D.V. — Some features of motion of variable mass point in central gravitational field under the action
of a friction force are investigated.

1.ВСТУП
На сучасному етапi розвитку астрономiї та космонавтики все виникають задачi, в яких розгляда-

ється динамiка самогравiтуючих систем змiнної маси. Для космонавтики визначення орбiт космiчних
апаратiв, рух яких зумовлений реактивною силою, яка виникає за рахунок змiни маси (втрата ма-
си за рахунок згоряння пального), в астрономiї змiна маси зумовлюється еволюцiєю небесних тiл,
зокрема змiна маси зоряних систем, змiна маси комет та супутникiв планет. В залежностi вiд стадiй
еволюцiї маса небесних тiл може зменшуватись (втрата маси) чи збiльшуватись (акрецiя речовини).
Прикладами можуть слугувати подвiйнi зiрки, в яких маса перетiкає з однiєї зiрки на iншу, захопле-
ння зiрками та масивними планетами комет, астероїдiв тощо, рух комет бiля зiрки, при якому комета
втрачає масу при наближеннi до зiрки, i набуває — при вiддаленi або навпаки.

В данiй роботi розглянуто динамiку тiла змiнної маси, яке можна прийняти за матерiальну точку,
що рухається навколо центрального тiла, маса якого не змiнюється, причому маса “рухомого” тiла
залежить вiд вiдстанi. Прикладом такої системи може слугувати система “комета — зiрка”.

Комета може втрачати свою масу при русi навколо Сонця (або iншої зiрки) за рахунок її взаємодiї
iз сонячним вiтром, або навпаки може збiльшувати свою масу за рахунок притягування космiчного
пилу. Оскiльки параметри об’єктiв носять змiнний характер, то i задачу слiд розглядати з тiєї позицiї,
що гравiтацiйна взаємодiя тiл має бiльш складну форму.

Дослiджується динамiчна задача матерiальної точки в центральному симетричному полi, маса
m( #„r ) якої залежить вiд вiдстанi до гравiтуючого центру сталої маси M. Змiна маси точкового тiла
впливає на характер орбiти, завдяки цьому вiдбувається еволюцiя елементiв орбiти матерiальної
точки. У лiтературi така задача бiльш вiдома як задача Гiльдена–Мещерського.

При розглядi даної системи були введенi певнi умови:
• Маса центрального тiла набагато бiльша, за масу комети
• Центральне тiло має сферичну форму, а отже його гравiтацiйне поле також буде

сферично-симетричним
• Центр координат помiщено у центр тяжiння бiльш масивного тiла (зiрка)
• Центральне тiло (зiрка) має сталу масу
• Маса супутника (комети) є функцiєю вiдстанi
• Початковi умови вважались вiдомими
• Вiдомий закон тертя у середовищi
До цього необхiдно додати механiзм втрати маси, бо характер змiни орбiти залежить не тiльки

вiд швидкостi втрати маси, так як й вiд напрямку викиду частинок речовини, а також вiд напрямку
вiдносної швидкостi викиду частинок речовини.

2.ОСНОВНI РIВНЯННЯ ЗАДАЧI
Розглянемо спочатку найпростiший випадок, коли частинки вiддiляються вiд комети у напрямку,

який є протилежний напрямку руху зi швидкiстю рiвною за модулем швидкостi руху самої комети,
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а збiльшення маси вiдбувається за рахунок приєднання нерухомих частинок, з якими зiткнулась
комета.

За таких умов диференцiальне рiвняння руху матерiальної точки можна записати так:
d
dt

(m #„v )=−GMm(r)
r3

#„r , (1)

#„v =
d #„r
dt

(2)

де #„r — радiус-вектор, що проведений з центру координат (зiрка) до матерiальної точки (комета), M
— маса центрального тiла (зiрки), m — маса матерiальної точки (комети), G — гравiтацiйна стала.

Взявши похiдну у лiвiй частинi отримаємо
dm
dt

#„v +m
d #„v
dt

=−GMm(r)
r3

#„r (3)

Враховуючи (2) i виконавши певнi перетворення отримаємо

m
d2 #„r
dt2

=−GMm(r)
r3

#„r − dm
dt

d #„r
dt

(4)

У правiй частинi рiвняння (4) є похiдна вiд маси за часом, однак, за умови маса є функцiєю вiдстанi,

i не є функцiєю часу у явному виглядi. Тодi, використавши замiну
dm
dt

=
dm
dr

dr
dt

отримаємо:

m
d2 #„r
dt2

=−GMm(r)
r3

#„r − dm
dr

ṙ #̇„r (5)

Перетворення рiвняння руху для конкретної задачi з використанням формул Куммера–Лiувiля для
приведення цiєї задачi до вигляду, що має рiвняння Гiльдена–Мещерського:

d2 #„r
dt2

=−Gµ(t)
r3

#„r (6)

де µ(t) мiстить у собi маси обох тiл
Даний шлях потребує точного визначення закону змiни маси матерiальної точки (комети), оскiль-

ки перетворення Куммера–Лiувiля для даного рiвняння базуються на пiдстановцi змiнних, що зале-
жать саме вiд закону змiни маси супутника (комети).

При розв’язаннi рiвняння (5) у вiдношеннi до конкретно визначених законiв змiни маси було
отримано наступне:

Для закону змiни маси
m(r)=A·r−n (n=0,n=1,n=2,n=3) (7)

рiвняння (5) переписалось:
d2 #„r
dt2

=−GM
r3

#„r +
n
r
ṙ #̇„r (8)

Як можна побачити, рiзноманiтнi випадки змiни маси за законом (7) описуються однаковим рiвнянням
руху, а значить матимуть однотипнi орбiти.

Для випадку
m(r)=m0 exp(−αr) (9)

рiвняння (5) має вигляд
d2 #„r
dt2

=−GM
r3

#„r +αṙ #̇„r (10)

Аналiтичний розв’язок рiвнянь (8) та (10) має складний характер, тому для визначення характеру
орбiти було використано чисельнi методи. Хоч рiвняння (8) та (10) i мають рiзнi множники бiля
ṙ #̇„r , що суттєво впливає на траєкторiю руху, однак характер руху для них однаковий. Траєкторiя
є спiраллю, що закручується, або розкручується, в залежностi вiд початкових параметрiв, тобто
матерiальна точка наближається або вiддаляється вiд центрального тiла у порiвняннi зi стацiонарним
випадком. Вiдбуваються змiни з часом ексцентриситету та велика пiввiсi орбiти.

Рiвняння (8) та (10) описують рух в певному середовищi, де iснує сила тертя:

для (8):
#„

F =−n
r
ṙ #̇„r або F = cv2r−1,

для (10):
#„

F =αṙ #̇„r або F = cv2

Виявилось, що для сили тертя, яка описується F = cv2r−1 (змiна маси за законом (7)) ексцентри-
ситет залишається постiйним за рахунок одночасної змiни обох пiввiсей, а для F =cv2 ексцентриситет
збiльшується або зменшується в залежностi вiд параметру α в законi (9):

при α> 0 — збiльшується,
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при α< 0 — зменшується,
при α=0 — ексцентриситет не змiнюється.
Закони змiни маси можуть носити перiодичний характер, тобто при наближеннi до центрального

тiла, маса матерiальної точки збiльшується, а при вiддаленi знову зменшується. Дане зауваження
вносить додатковi корективи у характер руху матерiальної точки.

Крiм змiни маси матерiальної точки за рахунок взаємодiї з сонячним вiтром та притягування
космiчного пилу, на рух також впливає i середовище, в якому рухається тiло. Сили тертя, що ви-
никають при такому русi гальмують матерiальну точку, а значить велика пiввiсь зменшується (тiло
рухається все ближче до центрального тiла).

Якби не було змiни маси тiл, а змiна орбiти вiдбувалася лише за рахунок сили тертя, то рiвняння
руху записується так:

#̈„r =−µ0

r3
#„r − f (r) #̇„r (11)

тобто сила опору пропорцiйна швидкостi матерiальної точки, а також залежить вiд деякої функцiї
f (r).

Якщо ж накласти обидвi умови, тобто маса точки змiнюється, рух вiдбувається у певному сере-
довищi, то отримаємо наступне:

m
d2 #„r
dt2

=−GMm(r)
r3

#„r −
(

dm
dt

+ f (r)
)

d #„r
dt

(12)

або
d2 #„r
dt2

=−GM
r3

#„r −
(

ṁ
m

+ f (r)
)

#̇„r (13)

Дiя, щодо змiни параметрiв орбiти, як наприклад великої напiввiсi, вiд рiзних чинникiв може бути
протилежною. Так наприклад, сила опору зменшує велику напiввiсь, а змiна маси, навпаки, може
збiльшувати. При певних умовах може спостерiгатися ситуацiя, коли цi протилежнi дiї взаємно ком-
пенсуються. Так наприклад, для рiвняння (13) вiдбувається вище згадана компенсацiя при умовi, що

коефiцiєнт при #̇„r дорiвнює нулю. Тобто
ṁ
m

+f (r)=0, або − ṁ
m

= f (r), а врахувавши замiну
dm
dt

=
dm
dr

dr
dtотримаємо

− m′
r

m
ṙ = f (r) (14)

Для законiв змiни маси (7) та (9) функцiя f (r) визначається як:

f (r)=n
ṙ
r

(у випадку (7)) (15)
та

f (r)=αṙ (у випадку (9)). (16)
Враховуючи (15) та (16) отримаємо наступнi вирази для сил тертя:

#„

R=n
ṙ
r

#̇„r (для закону змiни маси (7)) (17)
#„

R =αṙ #̇„r (для закону змiни маси (9)) (18)
або у скалярнiй формi, враховуючи, що ṙ = v, i замiнивши константи n та α на c:

R = cv2r−1 (19)
R = cv2 (20)

Тобто, для законiв змiни маси (7) та (9) iснують такi закони тертя, для яких рух буде квазiстацiонар-

Рис. 1
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Рис. 2

ним на всiх дiлянках руху, тобто фактично орбiта буде стацiонарною i для обох законiв змiни маси
рух тiла буде визначатись рiвнянням:

d2 #„r
dt2

=−GM
r3

#„r

Однак розглянутi випадки руху носять спрощений характер. В загальному випадку змiна маси (втрата
маси) вiдбувається пiд певним кутом до напрямку руху, вiдносна швидкiсть частинок може залежати
вiд деяких додаткових параметрiв. За таких умов розв’язок задачi стає неможливим у загальному
випадку.

Однак розглянемо випадок, коли втрата маси вiдбувається вздовж радiус-вектора.
Розглянемо рiвняння руху

m
d #„v
dt

=
#„

F+( #„u − #„v )
dm
dt

де F =−GmM
r3

#„e r ,
#„v =

dr
dt

#„e r +r
dϕ
dt

#„e ϕ, ( #„u− #„v )= #„uB =λ #„e r — вiдносна швидкiсть викиду частинок.

Замiнивши w =1/r i розв’язавши систему



r2 dϕ
dt

= c,

mc2
(

d2w
dϕ2 +w

)
=

GMm
r2 −Φ,

де Φ=λ
dm
dt

Для закону змiни маси m=m0e2α/r система рiвнянь запишеться так:



r2 dϕ
dt

= c

d2w
dw2 −

2αλ

c
dw
dϕ

+w =
GM
c2

Розв’язок системи залежить вiд
2αλ

c
наступним чином

1) при
2αλ

c
> 1 r =

[
C1e(β−γ)ϕ/2 +C2e(β+γ)ϕ/2 +

GM
c2

]−1

;

2) при
2αλ

c
< 1 r =

[
e−γϕ/2

(
c1 sin

γϕ

2
+c2 cos

γϕ

2

)
+

GM
c2

]−1

;

3) при
2αλ

c
=1 r =

[
e−ϕ (c1ϕ+c2)+

GM
c2

]−1

;

де β=

(
αλ

c

)2

−4, γ=
αλ

c
Орбiти, що характеризують цi рiвняння поданi на рис.1.
У першого випадку тiло падає на центральне тiло, при другому — тiло рухається, намагаючись

зайняти стiйку орбiту, причому значення вiдстанi до центрального тiла здiйснює гармонiйнi коливан-
ня, що затухають, для третього випадку — тiло також намагається зайняти стацiонарну орбiту, змiна
значення радiальної вiдстанi має аперiодичний характер. В останнiх двох випадках ексцентриситет
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наближається до 0, а велика пiввiсь — до певного сталого значення.
Записавши данi рiвняння у класичному виглядi типу

r =
p

1+e cosϕ
отримаємо:

1) при
2αλ

c
> 1 r =

c2

GM

1+
c2

GM

(
C1e(β−γ)ϕ/2 +C2e(β+γ)ϕ/2

)

2) при 2αλ
c < 1 r =

c2

GM

1+
c2

GM
e−γϕ/2

(
c1 sin

γϕ

2
+c2 cos

γϕ

2

)

3) при 2αλ
c =1 r =

c2

GM

1+
c2

GM
e−ϕ (c1ϕ+c2)

де β=

(
αλ

c

)2

−4, γ=
αλ

c
Тобто фокальний параметр p для всiх трьох розв’язкiв є величина стала, а залежнiсть ексцентри-

ситету вiд кута ϕ визначається наступним чином:

1) при
2αλ

c
> 1 E =

c2

GM cosϕ

(
C1e(β−γ)ϕ/2 +C2e(β+γ)ϕ/2

)

2) при
2αλ

c
< 1 E =

c2

GM
e−γϕ/2

cosϕ

(
c1 sin

γϕ

2
+c2 cos

γϕ

2

)

3) при
2αλ

c
=1 E =

c2

GM
e−ϕ

cosϕ
(c1ϕ+c2)

де β=

(
αλ

c

)2

−4, γ=
αλ

c
.

3.ВИСНОВКИ

Динамiка самогравiтуючих систем змiнної маси має складний характер, задачi по знаходженню
розв’язкiв рiвняння руху часто неможливо розв’язати аналiтично, а тому використовують наближенi
методи чисельного iнтегрування динамiчних рiвнянь.

В роботi знайдено рiвняння руху матерiальної точки змiнної маси у центральному гравiтацiй-
ному полi. Орбiта частинок нагадує спiраль. Розглянуто випадки компенсацiї впливу сили тертя i
реактивної сили та виникнення при цьому квазiстацiонарних елiптичних орбiт.
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