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До розрахунку середньої довжини вiльного
пробiгу частинок всерединi зiр
С.Г.Кузьменков

Херсонський державний унiверситет

Наводиться метод розрахунку середньої довжини вiльного пробiгу заряджених частинок всерединi зiр. По-
рiвнюються розрахованi значення середньої довжини вiльного пробiгу електронiв i фотонiв всерединi Сонця.

К РАСЧЁТУ СРЕДНЕЙ ДЛИНЫ СВОБОДНОГО ПРОБЕГА ЧАСТИЦ ВНУТРИ ЗВЁЗД, Кузьменков С.Г. — Пред-
ставлен метод расчёта средней длины свободного пробега заряженных частиц внутри звёзд. Сравниваются
рассчитанные значения средней длины свободного пробега электронов и фотонов внутри Солнца.

TO CALCULATION OF AVERAGE FREE PATH LENGTH OF PARTICLES INSIDE STARS, by Kuzmenkov S.G. —
The method of calculation of average free path length of charged particles inside stars is presented in the article.
The calculated values of average free path length of electrons and photons inside the Sun are compared in the
article.

1.ВСТУП
Для з’ясування внутрiшньої будови зiр i розрахунку їх моделей важливою є вiдповiдь на питання,

яким чином енергiя переноситься iз надр до поверхнi зорi. В iснуючих пiдручниках з загальної астро-
номiї [1, 5, 6], загальної [2, 9] та теоретичної астрофiзики [3, 11], i навiть у монографiях, присвячених
внутрiшнiй будовi зiр [4, 10, 13–15], наголошується як дещо очевидне або як встановлений факт, що
у нормальних зорях перенесення енергiї iз бiльш нагрiтих в менш нагрiтi шари вiдбувається завдя-
ки двом процесам: променистому перенесенню та конвекцiї. Домiнування того чи iншого механiзму
визначається конкретними локальними умовами: градiєнтом температури, густиною та непрозорiстю
речовини. Але ж насправдi є третiй спосiб перенесення енергiї — теплопровiднiсть. Так, у звичайних
газiв навiть за вельми високих температур теплопровiднiсть зовсiм мала у порiвняннi з променистим
перенесенням або конвекцiєю i тому її можна не враховувати. Але всерединi навiть звичайних зiр
ми маємо справу з плазмою, густина якої може сягати ρ∼ (105−106) кг/м3, тому нехтування тепло-
провiднiстю не може вважатися таким вже очевидним. Абсолютне iгнорування теплопровiдностi в
нормальних зорях, строго кажучи, не обґрунтоване кiлькiсно. Таке обґрунтування особливо важливе
пiд час навчання астрономiї, оскiльки робить цей процес доказовим, а отже, й бiльш переконливим
та ефективним, наближає процес пiзнання до наукового.

Насправдi немає принципової рiзницi мiж теплопровiднiстю та променистим перенесенням, оскiль-
ки в обох випадках вiдбувається обмiн енергiєю пiд час зiткнень енергiйних частинок з менш енергiй-
ними. А ефективнiсть перенесення енергiї визначається двома факторами: енергiєю, яку переносять
частинки, та вiдстанню, яку вони долають мiж зiткненнями, або середньою довжиною вiльного про-
бiгу.

Порiвняємо густину енергiї електронiв та фотонiв, наприклад, у центрi Сонця. Для електронiв з
концентрацiєю ne густина енергiї дорiвнює

we =
3

2
nekT , (1)

Неважко показати, що в результатi повної iонiзацiї концентрацiя електронiв становить

ne =
1

2
(1+X)

ρ

mp
(2)

де X — вагова частка гiдрогену, ρ — густина речовини, mp — маса протона.
Приймаючи для центра Сонця X =0.65 та ρ=1.49 ·105 кг/м3, знаходимо ne =7.36 ·1031 м−3. Тодi

для T =1.55 ·107 K дiстаємо we =2.36 ·1016 Дж/м3.
Для фотонiв густина енергiї визначається формулою

wγ = aT 4, (3)

де a — стала густини теплового випромiнювання (a = 7.56 ·10−16 Дж
м3·K4 ), i тодi wγ =4.36 ·1013 Дж/м3.

Отже, we/wγ ≈ 540.

158 Кузьменков С.Г.



Для середньої точки Сонця (r = 0.5R⊙, де R⊙ — радiус Сонця) за X = 0.70, ρ= 1.32 ·103 кг/м3

та T =4 ·106 K [6] отримуємо ne = 6.72 ·1029 м−3, i тодi we/wγ ≈ 290. Бачимо, що iз вiддаленням вiд
центру зорi вiдношення we/wγ зменшується, проте лишається досить великим. Отже, всерединi зiр
(за винятком наймасивнiших) енергiя, що зосереджена в електронах, значно переважає енергiю, яка
переноситься випромiнюванням.

Розрахуємо тепер середнi довжини вiльного пробiгу електронiв та фотонiв всерединi Сонця та
порiвняємо їх мiж собою. Зауважимо, що цi розрахунки мають певнi особливостi (або iнакше, мiстять
“пiдводнi каменi”), тому мають важливе значення i з методологiчної точки зору.

2.СЕРЕДНЯ ДОВЖИНА ВIЛЬНОГО ПРОБIГУ ЕЛЕКТРОНIВ ВСЕРЕДИНI СОНЦЯ

Оскiльки ми маємо справу iз зарядженими частинками, то пiд зiткненням слiд розумiти куло-
нiвське розсiяння, коли швидша частинка в результатi взаємодiї з iншою (повiльнiшою) частинкою
вiдхиляється вiд початкової траєкторiї на помiтний кут (зазвичай приймається, що на кут 90◦ i бiль-
ше). Газ всерединi бiльшої частини Сонця складається переважно з електронiв, протонiв та ядер
гелiю. Тому розглянемо розсiяння електронiв на електронах, протонах та α-частинках та пiдрахуємо
спочатку вiдповiднi парцiальнi довжини lee, lep, leHe.

З урахуванням того, що величина, обернена концентрацiї, є об’єм, який припадає на одну ча-
стинку, i на кожний тип частинок припадає певна частка вiд загального об’єму, для середнiх значень
матимемо

lee =
n√

2n2
eσee

, (4)

lep =
n

nenpσep
, (5)

leHe =
n

nenHeσeHe
, (6)

де ne,np,nHe — концентрацiї електронiв, протонiв та α-частинок, n — повна концентрацiя частинок,
σ — ефективний перерiз розсiяння.

Звертаємо увагу на те, що у формулах для lep та leHe вiдсутнiй
√

2 у знаменнику, який, як вiдомо,
враховує ту обставину, що частота зiткнень визначається середньою швидкiстю руху частинок по
вiдношенню одна до одної. Але оскiльки для мас частинок справедливi нерiвностi: me≪mp i me≪mHe,
то для швидкостей — ve ≫ vp i ve ≫ vHe, тобто можна вважати, що протони i α-частинки порiвняно з
електронами знаходяться у спокої.

Грубу оцiнку величини σ можна отримати, поклавши σ=πb2, де b — прицiльний параметр, який
можна розрахувати за допомогою формули Резерфорда, що пов’язує кут розсiяння θ (див. рис.1)
швидшої частинки з прицiльним параметром:

b =
Ze2

4πε0mv2 tg
θ

2

, (7)

покладаючи в нiй θ=π/2. У цiй формулi Ze — заряд частинки (мiшенi), на якiй вiдбувається розсiя-
ння, m — зведена маса системи, v — швидкiсть швидшої частинки.

Щоб отримати середню довжину вiльного пробiгу, з максимальним урахуванням кулонiвської
взаємодiї, необхiдно зiнтегрувати прицiльний параметр по областi його значень: вiд b, що вiдповiдає
куту π/2 (фактично охоплює усi кути розсiяння вiд π/2 до π), до деякого bmax, що вiдповiдає малим
кутам розсiяння.

Якщо газ складається в основному iз заряджених частинок (плазма), то iснує максимальний
прицiльний параметр, який дорiвнює [8, 12]

bmax =RD =

(
nee2 +npe2 +2nHee2

ε0kT

)−1/2

, (8)

Рис. 1. Розсiяння електрона на позитивно зарядженiй частинцi
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де RD — дебаєвський радiус (iнакше, радiус екранування). Оскiльки у зорях концентрацiя α-частинок
мала порiвняно з концентрацiєю протонiв та електронiв, то

RD ≈
√
ε0kT
ne2 . (9)

Для врахування розсiяння на малих кутах скористаємось поняттям транспортного перерiзу, що
визначається так [7]:

σtr =

∫
(1−cos θ(b)) 2πb db, (10)

де θ= θ(b) — кут розсiяння бiльш швидкої частинки як функцiя прицiльного параметру b.

За малих θ можемо написати

1−cos θ≈ θ2

2
. (11)

А з формули Резерфорда (7) дiстаємо

tg
θ

2
≈ θ

2
=

Ze2

4πε0mv2b
. (12)

Тодi

σtr ≈π

RD∫

b

θ2b db =
Z2e4

4πε20m
2v4

RD∫

b

db
b

=
Z2e4

4πε20m
2v4

lnΛ, (13)

де Λ=RD/b, а lnΛ — так званий кулонiвський логарифм [7, 12].

Нарештi, для парцiальних довжин вiльного пробiгу знаходимо

lee =
9π√

2

n(ε0kT )2

n2
ee4 lnΛee

, (14)

lep =
36πn(ε0kT )2

nenpe4 lnΛep
, (15)

leHe =
9πn(ε0kT )2

nenHee4 lnΛeHe
. (16)

Тут враховано, що зведена маса (у формулi Резерфорда) у разi розсiяння електронiв на електронах
дорiвнює me/2, а у iнших випадках, оскiльки mp ≫me та mHe ≫me, просто me. Тут також враховано,
що заряд ядра гелiю дорiвнює 2e. Пiд v розумiємо середньоквадратичну швидкiсть електронiв

v =

√
3kT
me

. (17)

Для рiзних процесiв розсiяння отримуємо

Λee =ΛeHe =
6π

e3

√
(ε0kT )3

n
, (18)

Λep =
12π

e3

√
(ε0kT)3

n
, (19)

Концентрацiя електронiв визначається формулою (2), а протонiв, ядер гелiю i повна концентрацiя
вiдповiдно:

np =
Xρ
mp

, nHe =
Yρ
mHe

≈ Yρ
4mp

, n=
ρ

µmp
, (20)

де вiдносна молекулярна маса за повної iонiзацiї речовини, як вiдомо, дорiвнює

µ=
4

6X+Y +2
. (21)

Приймаючи для центра Сонця ρ= 1.49 ·105 кг/м3, X = 0.65, Y = 0.33, а також T = 1.55 ·107 K,
дiстаємо

n=1.39 ·1032 м−3, ne =7.36 ·1031 м−3, np =5.80 ·1031 м−3, nHe =7.36 ·1030 м−3,
RD =2.31 ·10−11 м, lnΛee = lnΛeHe =3.47, lnΛep =4.16.

Тодi для парцiальних довжин вiльного пробiгу отримуємо
lee ≈ 0.8 нм, lep ≈ 4.8 нм, leHe ≈ 11.5 нм.
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Остаточно для повної середньої довжини вiльного пробiгу електронiв знаходимо

le =

(
1

lee
+

1

lep
+

1

leHe

)−1

≈ 0.65 нм.

На вiдстанi r =0.5R⊙ вiд центру матимемо:
n=1.28 ·1030 м−3, ne =6.71 ·1029 м−3, np =5.52 ·1029 м−3, nHe =5.52 ·1028 м−3,

lnΛee = lnΛeHe =3.78, lnΛep =4.47,

lee ≈ 5.5 нм, lep ≈ 32 нм, leHe ≈ 94 нм.

I результуюча довжина становить le ≈ 4.5 нм.

3.СЕРЕДНЯ ДОВЖИНА ВIЛЬНОГО ПРОБIГУ ФОТОНIВ ВСЕРЕДИНI СОНЦЯ

Середня довжина вiльного пробiгу фотонiв визначається з умови
τν =ανlν =1, (22)

де τν — середня оптична товща середовища, в якому розповсюджуються фотони, αν — коефiцiєнт
поглинання (ослаблення). Всi цi величини, взагалi кажучи, залежать вiд частоти фотона. В свою
чергу

α= ρκ (23)
де κ — коефiцiєнт непрозоростi зоряної речовини. Тут i далi використовується коефiцiєнт непрозо-
ростi, вже осереднений за частотою. Отже,

lγ =
1

α
=

1

ρκ
(24)

В центральних областях Сонця головним механiзмом непрозоростi є розсiяння на вiльних еле-
ктронах (томсонiвське розсiяння). В цьому разi

κT =
neσT

ρ
=

1+X
2mp

σT =
1+X
2mp

8π

3

(
e2

4πε0mec2

)2
=0.02(1+X)= 0.033 м2/кг.

Тодi lγ =0.2 мм.
В бiльш холодних шарах Сонця до томсонiвського розсiяння додається так зване вiльно-вiльне

(гальмiвне) поглинання (насправдi поглинання фотона не вiдбувається, оскiльки вiльний електрон
не може поглинути фотон. Проте, якщо поблизу такого електрона знаходиться заряджений iон, то
можливе некогерентне розсiяння фотона, тобто змiна його енергiї, що призводить до збiльшення
непрозоростi). Коефiцiєнт непрозоростi процесу вiльно-вiльного поглинання визначається законом
Крамерса у такому виглядi [11]:

κff ≈ 3.7 ·1018 ·(1+X) (1+Y )ρT−7/2. (25)
На вiдстанi r =0.5R⊙ вiд центру, якщо взяти ρ=1.32 ·103 кг/м3 i T =4 ·106 K, то κff =0.065 м2/кг

i тодi
κ=κT +κff ≈ 0.1 м2/кг.

Незважаючи на зростання непрозоростi, завдяки зменшенню густини, середня довжина вiльного
пробiгу фотонiв навiть збiльшується до lγ =7.5 мм.

ВИСНОВКИ

1. У центрi Сонця lγ/le ≈ 3 ·105, а на половинi радiусу це вiдношення ще збiльшується —
lγ/le ≈ 1.7 ·106. Отже, середня довжина вiльного пробiгу фотонiв набагато (п’ять-шiсть порядкiв!)
перевищує цю величину для електронiв, що бiльш нiж компенсує перевагу, яку мають електрони за
енергiєю. Механiзм теплопровiдностi є неефективним всерединi звичайних зiр саме завдяки дуже ко-
роткiй довжинi вiльного пробiгу електронiв порiвняно з фотонами. Отже, пiд час розрахунку моделей
нормальних зiр теплопровiднiсть дiйсно можна зовсiм не враховувати.

2. Запропонований метод розрахунку довжини вiльного пробiгу заряджених частинок всереди-
нi зiр має унiверсальний характер i може застосовуватись, наприклад, для обчислення середньої
довжини вiльного пробiгу протонiв з метою уточнення особливостей перебiгу термоядерних реакцiй.
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