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В роботi розглянуто подiбнi та вiдмiннi риси виникнення анiзотропiї початково сферично-симетричних
ударних хвиль в середовищах з великомасштабним градiєнтом густини. Дослiдження проведено на при-
кладi експоненцiйного середовища. Показано, що для нерелятивiстських ударних хвиль iснує анiзотропiя
профiлю ударної хвилi та параметрiв течiї. В ультрарелятивiстському випадку профiль ударної хвилi
залишається сферично-симетричним, але профiль кутового розподiлу Лоренц-фактора стає рiзко анiзо-
тропним.

КОЛЛИМАЦИЯ РЕЛЯТИВИСТСКИХ И НЕРЕЛЯТИВИСТСКИХ УДАРНЫХ ВОЛН В СРЕ-
ДЕ С КРУПНОМАСШТАБНЫМ ГРАДИЕНТОМ ПЛОТНОСТИ, Марченко В.В., Гнатык Б.И. —
В работе рассмотрены подобные и различные черты возникновения анизотропии первоначально
сферически-симметричных ударных волн в средах с крупномасштабным градиентом плотности. Иссле-
дование проведено на примере экспоненциальной среды. Показано, что для нерелятивистских ударных
волн существует анизотропия профиля ударной волны и параметров течения. В ультрарелятивистском
случае профиль ударной волны остается приблизительно сферически-симметричным, но профиль углового
раcпределения Лоренц-фактора становиться резко анизотропным.

СOLLIMATION OF RELATIVISTIC AND NONRELATIVISTIC SHOCK WAVES IN MEDIUM WITH
LARGE-SCALE DENSITY GRADIENT, by Marchenko V.V., Hnatyk B.I. — The similarity and difference in
evolution of relativistic and nonrelativistic shock waves in medium with large-scale density gradient and initiation
of profile anisotropy are investigated. The exponential density distribution is considered. The presence of shock
wave profile and operation factors of flow anisotropy in nonrelativistic case are shown. The Lorentz-factor profile
anisotropy in the relativistic case is emphasized but the shock wave profile in this case is approximately spherically
symmetric.

1. ВСТУП

Вибухоподiбнi процеcи в астрофiзичних умовах — дуже поширене явище. Це i спалахи На-
днових [1, 2] та Гiпернових зiр [3], спалахи на Сонцi [4], вибухоподiбнi явища в активних ядрах
галактик [5] тощо. При сильному вибуху утворюється потужна ударна хвиля, подальший рух якої
визначається густиною оточуючого середовища та енергiєю вибуху. Пiд час руху ударної хвилi її
швидкiсть може бути значно меншою швидкостi свiтла c (говорять про нерелятивiстськi ударнi
хвилi), або близькою до швидкостi свiтла (релятивiстськi ударнi хвилi). Для прикладу, нереля-
тивiстськi ударнi хвилi визначають характеристики залишкiв Наднових, обмежують бульбашки,
видутi зоряними вiтрами вiд гарячих зiр тощо [6]. З релятивiстськими та ультрарелятивiстськими
ударними хвилями пов’язанi, зокрема, процеси, якi вiдбуваються у Гiперновiй зорi при колапсi ядра
i поширеннi релятивiстських джетiв в оболонцi зорi. Дана модель зараз широко використовується
при поясненнi гамма-спалахiв [7–12].

В нашiй роботi розглядаються спiльнi та вiдмiннi риси поведiнки сильної ударної хвилi в се-
редовищi з великомасштабним градiєнтом густини у випадках довiльно релятивiстського (вiд не-
релятивiстського до ультрарелятивiстського) руху плазми, а також перехiд мiж цими граничними
випадками. Зокрема, дослiджено виникнення анiзотропiї в початково сферичному потоцi плазми
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внаслiдок впливу великомасштабної неоднорiдностi (градiєнта) розподiлу густини. Розгляд прове-
дено на прикладi руху ударної хвилi в середовищi з експоненцiйним розподiлом густини. Модель
для нерелятивiстського руху вiдповiдає, зокрема, еволюцiї спалаху Наднової зорi в галактичному
диску (Роздiл 2) тощо. Релятивiстському ж випадку вiдповiдає рух ударної хвилi в оболонцi самої
Гiпернової зорi (Роздiл 3). Основнi висновки роботи приведенi в Роздiлi 4.

2. ГIДРОДИНАМIЧНА КОЛIМАЦIЯ НЕРЕЛЯТИВIСТСЬКОЇ ТЕЧIЇ ПЛАЗМИ

Розглянемо миттєве видiлення енергiї E в середовищi з експоненцiйним розподiлом густини та
з ненульовою асимптотикою:

ρ(r)= ρ0 ·exp
[

− r

H
·cos(θ)

]

+ρplato, (1)

де ρ0 — густина в точцi видiлення енергiї, ρplato — постiйна густина на великих вiдстанях, H —
масштаб висот, θ — кут мiж вибраним напрямком руху ударної хвилi i напрямком, протилежним до
градiєнта густини. Вiзьмемо наступнi числовi значення для цих параметрiв: E=1052 ерг, H ≈ 100 пс,
ρ0 =10−24 г/см3. Будемо розглядати два випадки:

1) ρplato =0 — iдеалiзований випадок нульової асимптотики, коли з вiдстанню густина прямує
до нуля;

2) ρplato 6=0 — випадок ненульової асимптотики, коли з вiдстанню густина зменшується лише до
певного значення, а далi залишається постiйною. Утворюється так зване плато. За числове значення
плато вiзьмемо ρplato =10−29 г/см3.

Математичною моделлю розглядуваного випадку є задача про сильний точковий вибух в не-
однорiдному середовищi, в результатi якого утворюється сильна ударна хвиля. Нерелятивiстський
випадок течiї з нульовою асимптотикою розглядався в [13, 14]. Запропоновану там методику за-
стосуємо для розгляду особливостей ненульової асимптотики. Для опису руху нерелятивiстської
ударної хвилi використаємо формулу

D(r)= const ·(ρ(r) ·r3)−k, (2)

де D(r) — швидкiсть фронту ударної хвилi, ρ(r) — довiльний розподiл густини зовнiшнього середо-
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Рис. 1. Поведiнка руху ударної хвилi при переходi вiд сповiльнення до прискорення i навпаки. На вставцi
показано iнтервали прискорення (m> 3) i сповiльнення ударної хвилi для рiзних секторiв
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вища, показник степеня k рiвний

k=

{

1/2, m(r)6 3,
1/5, m(r)> 3.

(2a)

де

m(r)=−dln(ρ(r))

d ln r
(2b)

— параметр, який характеризує ступiнь неоднорiдностi (градiєнт густини) середовища. Випадок
k=1/2 вiдповiдає сповiльненню ударної хвилi, а k=1/5 — її прискоренню. Врахувавши те, що на
малих вiдстанях вiд точки вибуху густину можна вважати постiйною (m= 0), та, використавши
автомодельний розв’язок Л.I.Седова для однорiдного середовища [15], можна записати рiвняння
(2) окремо для випадку сповiльнення i прискорення

D1(r)=
2

5

(

E

αnr ·ρ(r)

)1/2

·r−3/2, (3)

D2(r)=D1(r1) ·
(

ρ(r1) ·r31
ρ(r) ·r3

)1/5

, (4)

де r1 — точка переходу з режиму сповiльнення на режим прискорення, тобто вiдстань, яка задоволь-
няє рiвнянню m(r)−3=0 (див. вставку на рис. 1), αnr =0.4936 — автомодельна постiйна (чисельне
значення наведено для нерелятивiстського випадку. У випадку релятивiстської ударної хвилi ця
автомодельна постiйна буде дещо iнша).

Якщо розподiл густини такий, що на деякiй вiдстанi iснує перехiд з областi прискорення
m(r)> 3 до областi сповiльнення, де m(r)6 3, то виявляється третя особливiсть руху ударної хвилi.
Сповiльнення починається не з k=1/2, а за законом (4), тобто з k=1/5, i тiльки коли величина
D2(r) зрiвняється з D1(r), сповiльнення переходить на k=1/2. Це показано на рис. 1.

В данiй задачi зручно перейти до безрозмiрних змiнних, в яких розрахунок точкового вибуху
в середовищi з розподiлом густини, що мiстить тiльки один параметр вiддалi (в даному випадку
це шкала висот H) має унiверсальний характер: r∗ = r/RM , D∗ =D/DM , t∗ = t/tM , ρ∗ = ρ/ρM . Тут

rM =H, DM =
√

E
αnr·ρ0·H3 , tM =

√

αnr·ρ0·H5

E , ρM = ρ0. Далi для зручностi зiрочки опускатимемо.

Щоб знайти залежнiсть вiдстанi i швидкостi фронту ударної хвилi вiд часу, перепишемо рiв-
няння (2) у виглядi двох рiвнянь, розв’язки яких будемо знаходити чисельно методом Рунге-Кутта

dr(t)

dt
=D(t),

dD(t)

dt
= k ·D(t)2

r(t)
·(m(r)−3).

В розглядуваному тут випадку плоскої експоненцiйної атмосфери густина змiнюється
по-рiзному в залежностi вiд вибраного напрямку (див. (1)). Для дослiдження руху ударної хви-
лi в такому середовищi будемо використовувати секторне наближення. Розiб’ємо середовище на
необхiдну нам кiлькiсть секторiв (сектор визначається кутом θ), i будемо розв’язувати рiвняння
окремо для кожного сектора, вважаючи, що розподiл густини для цього сектора справедливий для
всiх напрямкiв. Iдея секторного наближення базується на припущеннi про збереження енергiї в ме-
жах кожного сектора, тобто про вiдсутнiсть перетiкання енергiї мiж секторами. Профiль фронту
ударної хвилi буде суттєво залежати вiд поведiнки густини на далеких вiдстанях (рис. 2).

У випадку нульової асимптотики (рис. 2, злiва) в момент часу t≈ 30.7 вiдбувається так званий
прорив атмосфери, коли за скiнчений промiжок часу ударна хвиля поширюється на нескiнченнiсть,
в той час як у випадку ненульової асимптотики прориву не буде, i ударна хвиля в плато з часом
виходить на сєдовську асимптотику. Залежнiсть вiдстанi i швидкостi ударної хвилi вiд часу для
деяких секторiв представлена на рис. 3. Видно, що навiть у випадку нульової асимптотики для
секторiв з θ > π/2 прориву взагалi не буде, тому що в цих секторах густина з вiдстанню зростає
(граничний випадок θ=π/2 вiдповiдає постiйнiй густинi) i ударна хвиля завжди сповiльнюється.

З аналiзу отриманих результатiв можна зробити наступнi висновки: профiль фронту ударної
хвилi у випадку нерелятивiстської течiї плазми сильно спотворюється внаслiдок градiєнта густини.
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У випадку нульової асимптотики має мiсце прорив атмосфери. Колiмацiя потоку в момент про-
риву (вiдношення максимальної ширини профiлю до z-координати максимуму ширини) рiвна 1.2.
Параметри течiї також мають суттєво анiзотропний характер.

3. ГIДРОДИНАМIЧНА КОЛIМАЦIЯ РЕЛЯТИВIСТСЬКОЇ ТЕЧIЇ ПЛАЗМИ

Розглянемо тепер випадок релятивiстської течiї плазми в експоненцiйнiй атмосферi (1), в якiй
миттєво та локалiзовано видiляється енергiя E. Для даної задачi вiзьмемо наступнi числовi пара-
метри, типовi для Гiпернових: E=1052 ерг, H =109 см, ρ0 =103 г/см3, ρplato =10−2 г/см3.

Як i в попереднiй задачi будемо розглядати два випадки: з нульовою та ненульовою асим-
птотикою. Випадок ненульової асимптотики вiдповiдає, наприклад, виходу ударної хвилi з зорi в
навколозоряне середовище постiйної густини ρplato. Для опису руху фронту релятивiстської ударної
хвилi будемо використовувати узагальнення аналiтичної апроксимацiйної формули (2) на випадок
довiльного релятивiзму [16,17]

Γβ=const ·(ρ(r) ·r3)−k, (5)
де Γ — Лоренц-фактор фронту ударної хвилi, β =D/c — безрозмiрна швидкiсть фронту ударної
хвилi, c — швидкiсть свiтла, параметри k та m так само визначаються формулами (2a , 2b).

Аналогiчно до нерелятивiстського випадку, запишемо це рiвняння окремо для випадку спо-
вiльнення та прискорення ударної хвилi. Початковi умови знайдемо, використавши автомодельнi
релятивiстськи розв’язки Бландфорда та МакКi [18]

(Γβ)1 =
2

5

√

E

αr ·ρ(r) ·c2
·r−3/2, (6)

(Γβ)2 =Γ(r1) ·β(r1)
(

ρ(r1) ·r31
ρ(r) ·r3

)1/5

, (7)

де αr =0.237 — автомодельна постiйна у релятивiстському випадку.
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Данi формули справедливi як для ультралелятивiстського, так i для нерелятивiстського ви-
падку. Якщо рух ударної хвилi нерелятивiстськiй, то Γ≈ 1 i цей закон визначає змiну швидкостi з
вiдстанню. Якщо ж рух ультрарелятивiстський, то β≈ 1 i цей закон визначає змiну Лоренц-фактора
з вiдстанню. У випадку релятивiстського руху як нормуючу величину для швидкостi природньо взя-
ти c, для вiдстанi — H i для часу вiдповiдно комбiнацiю H/c. Отже r∗ = r/RM , β=D/c, τ = t/(H/c),
ρ∗ = ρ/ρ0. Надалi зiрочку опускатимемо.

Для чисельного розрахунку з рiвняння (5) отримаємо систему з трьох диференцiальних рiв-
нянь, яку будемо розв’язувати методом Рунге-Кутта

dr(τ)

dτ
=β(τ),

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180

r(
t)

t

θ = 0
o

θ = 45
o

θ = 90
o

θ = 180
o

ρplato ≠ 0
ρplato = 0

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180

D
(t

)

t

θ = 0
o

θ = 45
o

θ = 90
o

θ = 180
o

ρplato ≠ 0
ρplato = 0

(a) (b)
Рис. 3. Залежнiсть вiдстанi (a) та швидкостi ударної хвилi (b) вiд часу для рiзних секторiв у випадку
нульової та ненульової асимптотики.

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  50  100  150  200

z

r

10

40

70

100

150

200

τ = 250

ρplato = 0

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  50  100  150  200

z

r

10

40

70

100

150

200

τ = 250

ρplato ≠ 0

(a) (b)
Рис. 4. Профiль ударної хвилi у випадку нульової (a), та ненульової (b) асимптотики для однакових мо-
ментiв часу

108 Марченко В., Гнатик Б.



dβ(τ)

dτ
=

k ·β(τ)2
r(τ)

·(m−3) ·(1−β(τ)2),

dΓ(τ)

dτ
=

k ·(Γ(τ) ·β(τ))3
r(τ)

·(m−3) ·(1−β(τ)2).

Перша суттєва вiдмiннiсть релятивiстського руху вiд нерелятивiстського - вiдсутнiсть прориву
(рис. 4). Пояснюється це тим, що швидкiсть β не може бути бiльшою одиницi. У випадку нульової
асимптотики швидкiсть асимптотично наближається до одиницi.

На рис. 5 видно, що при ρplato =0, β→ 1 i графiк r(τ) асимптотично наближається до прямої.

Лоренц-фактор у випадку нульової асимптотики постiйно збiльшується i в асимптотицi прямує
до нескiнченностi.

З розгляду релятивiстських течiй в експоненцiйнiй атмосферi бачимо, що профiль фронту
ударної хвилi на релятивiстськiй стадiї суттєво не спотворюється i, на вiдмiну вiд нерелятивiст-
ського випадку, має форму, близьку до сфери. Однак, з переходом частини фронту (якiй вiдповiдає
рух вниз) на нерелятивiстський рух, форма профiлю деформується i виникає колiмацiя потоку в
напрямку падiння густини. При цьому розподiл Лоренц-фактора по напрямках також має суттєво
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анiзотропний характер.

4. ВИСНОВКИ

Ми розглянули особливостi поширення ударних хвиль в релятивiстському та нерелятивiстсько-
му випадках. Початковi стадiї точкового вибуху є релятивiстськими i описуються автомодельними
розв’язками Бландфорда та МакКi [18]. На подальший рух ударної хвилi суттєво впливають па-
раметри середовища, зокрема, характер розподiлу густини. В однорiдному та слабо неоднорiдному
середовищi ударна хвиля сповiльнюється i стає нерелятивiстською (в класичних задачах про зали-
шки Наднових тощо ударна хвиля виникає на таких вiдстанях вiд центру, яким одразу вiдповiдає
нерелятивiстський етап). В середовищi iз значним падiнням густини ударна хвиля спочатку спо-
вiльнюється, а потiм починає прискорюватися i може досягати швидкостей близьких до швидкостi
свiтла. В реалiстичних моделях густина середовища не може спадати до нуля i на деякiй вiдстанi
виходить на дiлянку постiйної густини (випадок ненульової асимптотики). Тому в такому випадку
прискорення ударної хвилi на деякiй вiдстанi змiниться сповiльненням i навiть початково ультра-
релятивiстська ударна хвиля в подальшому може стати нерелятивiстською.

В нерелятивiстському випадку з нульовою асимптотикою має мiсце так званий прорив атмо-
сфери. При цьому ударна хвиля за скiнчений промiжок часу поширюється на нескiнченнiсть. У
випадку ж ненульової асимптотики прориву не буде, так як при виходi ударної хвилi на постiйну
густину на змiну прискоренню прийде сповiльнення. Для релятивiстського випадку прориву не буде
при будь-якому розподiлi густини, тому що швидкiсть ударної хвилi обмежена швидкiстю свiтла.

Важливим з астрофiзичної точки зору є питання про колiмацiю потоку плазми. Колiмацiя
ультрарелятивiстського потоку плазми якiсно вiдрiзняється вiд нерелятивiстського. Особливостями
нерелятивiстської течiї є анiзотропiя форми фронту i параметрiв всерединi ударної хвилi. Внаслiдок
градiєнта густини профiль ударної хвилi буде витягуватися в напрямку, протилежному до градiєн-
та густини. В ультрарелятивiстському ж випадку профiль фронту суттєво спотворюватись не буде,
так як швидкiсть фронту ударної хвилi в усiх напрямках β≈ 1, але колiмацiя по Лоренц-фактору
може бути суттєва i параметри всерединi ударної хвилi будуть рiзко анiзотропнi. Така особливiсть
релятивiстської течiї важлива з огляду на гамма-спалахи, де очiкується значна колiмацiя ультра-
релятивiстського потоку.
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